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AVIS DU LIBRAIRE. 

L'Auteur a^ exposé le plan de cet Ouvrage , ainsi que 

..de toutes les autres parties de son Cours, dans ses 

-* 'fessais sur F Enseignement en général, et sur celui des 

Mathématiques en particulier, où il s'est proposé de 

réunir ce qu'il y a de plus précis et de plus important 

sur la philosophie de ces sciences. 



Tout Exemplaire du présent Traité, qui ne por^ 
terait pas , comme ci^ dessous , la signature de 
r Auteur , sera contrefait. Les mesures nécessaires 
seront prises pour atteindre, conformément à la 
Loif les fabricateurs et les débitons de ces Excm^ 
plaires. 
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De la Tri^mrr^étrie jfCtilifgm* 






Ov considère six choses dans nn triangle rectiligne : trqi» angles 
«t trois côtéjj* At^ uoi^âasiei HX dios^Sy Qn d«tentkiii««o^)i>uxB 
un rriang]^ , .{H>^rv^:qu'M #Y <'^<^!''>v^ ^^^ ^^^ 9 ■ ' {»*9e. t 

Si l'on avait une sui^ de H^ianglesc^lciitlmsfUifiQjiif Icf ftugles possi- 
bles, il se trouveirail ue'çcifsaifeiaeQl diaM Mfle èoite um tEiangle 
se^nbUble |i on triangle qfueJconqnQ 4omie\ >t 

lie sinus^%x la perpiB^^cuWrf: ab9i«see de IV^tr^œiM d'iN» aro sur 
le rayon qui passe par Tautre extrémité ; \» eosinûs iMÇifipftntiejilv 

. rayon comppsç. tfflxeM pied du slniis.^tk ceotrej lé êinus^ ifettsè 
est la partie du rj»j,aa pomprise entjr^ r«xc et le pied 4»:«iniw^ là 
tangente jssl la perpendiculaire élevée à l'extrémité d^UO are, ât 
^f;^r^ftfné<^ |>%r ^ ^ayon prolongé qiM pas»^ par l'autie txttrànité; 
ce rayou profppîgé s^appeUe 4^«a/i/e, 4*"5 

Q^ ^pelie ç\p^ifi(éfri^(^ d'uo arc ou d'pua sof^., cfisSP^H faut aj^ut- 
ter ou retrancher a cet arc ou h cei ailgle) f»ÔUf en £^^ le.quart 
de la jçirçqi^i^tpficti , ou ua -angle diroit^ , iH4' 

hcB cosinus, cq^fi^f^^t^ et fi^fiéçun^A 90nU««.Mnus, âMgej^es 
je^sécan^tes deaii^i:cs.c9J9iplémçotaivw,.> i6û^ 

^ cosinus et W ^a/pa pult le fiUm^ ra|>poi;t,<i|M«^Je swu^.^^ Jsi .tava- 
gente, ou quç le r^,9ia ^t la sécapnte, i < 6 

Le rayon est moyen proportionnel entre la I4fflggiite et 'la «otan- 
gente, ou entrei^^ÇlBtefît lecoflÎQOS, i^jiicf. 

i^e quar^ 4l^ xagron^eH ég^ À Ja somme des quaxr^.dosinns «t d« 
cosinus^ .... 7 

Le sinus .d« ^ soma^e ou deia diffe^euce de deuxia/toi est égsi ^t 
sinus du pr^wÂer OAïUtipUé pax le QQsIftUS d« éecood, fusion 
moii^ le ,siaus du^QCond par lexosioud dapreBOtier, le fontdi'» 
visé par le rayon, « iind, 

Ve cosiuus de la somme on 4c la difierence de deux arC9 est .^pat 
an produit des cosinus de chacun de jceê arcs, iiloias ott.pias le 
produit des i»iniis, Ictouit divise par le rayon, i i^û/. 

Deoes expressions on dédui t le sinus d'un arc multiple d'un autre , lo 

Étant donné le sinus d'un arc , on trouve le sinus de sa moitié, ibid. 

On appelle supplément d^nn arc ou d'tm angle ce qn'H faut y 

a 



\^ 



* iOvi^ 



tV TABLE. 

iqouter oo en retrancher, poar faire la demi-circonférence y on 

dens angles droits, page i a 

Le snppléinent d'an arc a le même sinns que cej arc , ibid. 

Ce ne sont pas les valenn absolues des feinns qne Ton calcule, mais 

lear rapport avec lerajoq., i3 

La longueur d'un arc est plus grande que c^e de son sinus , et 

moindre q[ue celle de sa tangente , ibid. 

Note. Les lignes qui sont partout convexes dans le même sens, sont 

d'autant plus longues qu'elles s'écartent davantage de la ligne 

•droite, ihià. 

Le rapport du sinns à la tangente a pour limite l'unité^ 14 

Comment on peut trouver, d'une manière assez approchée , la Ion- 

gneur de l'arc qui répond à un sinus très petit, ibid. 

Note. Série qoi exprime la tangente par le sinus , i5 

Le sinus du quart de la circonférence n'est autre chose que le rayon, 

et le sinus du tiei» de cet arc est égal à la moitié du rayon , ibiâ. 
De la division du cercle, i5 

Le sinus de la moitié du quart de cercle est égal à i ^s , 17 

De la construction des Tables trigonométriques, ihid* 

Leur usage, ^ 20 

Les sinus et les cosinus changent de signe , lorsqu'ils passent dans 

le demi-cercle opposé à celui où ils se trouvaient d'abord, a4 

Les tangentes prennent leur signe conformément à leur reladon 

avec les «inus et les cosinus , a6 

Un arc négatif a son sinus de signe contraire à celui de Parc positif 

de même grandeur, et son cosinus de même signe, ibidm 

Recherche de diverses relations des lignes trigonométriques , ibid. 

Le rapport de In somme à la différence des sinus de deux arcs est 

' égal à celui des tangentes de la demi-somme et de la demi*diffé> 

rence de ces mêmes arcs, 3o 

Table des formules trigonométriques les plus usitées, 33 

Dans tout triangle rectangle, le rayon est au sinus d'un des angles 

aigus, comme l'hypotliénuse est au côté opposé à cet angle ,35 
Le rayon est à la tangente d'un des angles aigus, comme le côté de 

l'angle droit adjacent à cet angle est au côté o^iposé, ibid. 

Comment on calcule un côté quelconque d'un triangle rectangle 
. quand on connaît les deux autres, 36 

Dans un triangle quelconque , les sinus des angles sont entre eux 

comme les côtés opposés , 39 

Rapport entre les côtés d'un triangle et les sinus de ses angles, ^o 
Énumération des cas que peut présenter un triangle quelconque 

et résolution des deux premiers , 4^ 

La somme de deux côtés d'un triangle est à leur différence, comme 



« 

il laBgaue de l#.d«Bi''tfCMttm« 4es angles opposé» I de^c^A est 
à la tangente de la demi-diffërencQ., - '^^'4^ 

€omment on trouve innnédiatement le troisième càtif ' ' > * • 4 j 
I4P sinfWr4? I9 pf9vké,4kwa^ «ngie fst^^54l<à 1» ncinc iq[a!anr^ dn 
prodait des différences entre la demi-somme des trok''<?ftléi'.du 
triangle et ckaç|in'de*.<e6|À qui comprennent Fangle chercha, 
divisé pas le prpdnit^e ces deuxc^tés f. le rayon étant pris pour 
nnité, 4^ 

Eiem pies de vésohitîon de triangles^ rect«nf;le»« et olfliqnangle», 4^ 
Application de la Trigonométrie à Part de lever letf ]^ans-, on dé- 
termination des points .situés y^soit snr nn j^an , soit dans l'espace, 
par rapport à une ligne donnée, soit liorizontale, soit inclinée, 
qu'on appelle 6ase, 49 

iVbte. Gomment on peut mesuier nn an^e, • 5o 

Ce qM^e c'est que la rédq.çtion.des angles an plan horizontal, - - 53 
D^tenni|iati4^n d'un point par les angles compris entre les droites 
menées de ce point à trais antres, pris dans le même planr, . . 54 
iV^teenr le Nivellement, •*. 56 

La différence de niveau de denx pmnts cstia quantité^ dont Pkm, est 
pins élevé ou plus bas que Vautre y dans le: sens perpendiculaice h 
la surface terrestre, .. 57 

Ce que c'est que la différence entre le niveau apparent et le niveau 
réel, . . ;;. .5$ 

De la résolution 4et triangles par les séries » Sg 

CHAPITRE II. 
P0 la Trigonomélifie spAériçue*. .. > 

Un triangle sphérîque est. celui qne forment, sur la sniface de la 
sphère, trois grands cercles qui se coupent deux k deux,. ." Co 

Cpnstrnc^îoja sux laqudk repose toute la Trigonométrie sphëriqiye,^ 

Equations qui renferment impliciteoientitcnites les relations qu^ont 
entre elles les six parties d'un triangle sphériqne, . 63 

iVyto. Expression du volume d7nn tétraèdre, par les angles* compris 
entre 'Ses arêtes, 1 - " ir. i.; • 6I( 

Pi^^ration dès équations précédeniespotr les appliquer imihéffia- 
tement à la résolution des triangles sphériques, 85 

Ce que, c'est que le triangle «upp/émeis'toi're,- 67 

Note» Antre fonne sous laquelle on présente les équations fon- 
damentales, ... ibid. 

Note. Limii^ de la somme de^ angles d'un triangle sphériqne , ihid. 

Simplification des formules pour le cas où le triangle est rectangle, 7 1 

Transfonàation des équations fondamentales, pour j appliquer 
eommodément le calcul des logarithmes., - 7a 
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Fomnlâs qotMiiferawDt)|piites Wcowibltftfiibitf dte Hà^étéea^ 
. c^a (d'an triangle tpL^riqq^^-'v " - ! - • <• • . page 78 

Fonnules de 2¥^eri '"■' ;5 • ♦ -n . t '.;!> luun '>iiu \i m- jxs'jt::.:.'>fQ» 
ii^c»{Mbti(Mr des fdrrfiitttfinëeelMdt«8i)]^r'MwyAdftitJùtH»<i^ 

i.ptie»pp«r qnedmaémm^^à&îSaêtk ^n^iM^iit^^ Àtf <Mi II éètx 

' triangles sphériqoes, / 63 

Apptio«ltida dé Ift TrigiAtoidéttie iplïérii^ilé àla k^dttèti<»À àt» Mf^ 

^akuiplan-fadcianlitid^ : .. « . ,<9^ 

(iHAî'ï'ntE irt. - 



•• i-)tM 



2>a l'application de VAÏ^hre à la Giéotnétrie* > 

idée générale de I'applî<;»tlttti d^ rAlgèfcVè K la GëoittëtWé, * ' 8(7 
Comment l?A%èbw«eit pbtal'^oftlftblttiâr'dM thëdf ëbiè^'âe d^bâk^irib'» 
< )iodr mettre en^ éEjMtiôn et poillr' i^sèiidfts leÉ <{>toblètÀdi ■iN;!à^« 

•'à i'éfieadàe^ •• • ■ i • ••:' •' •'•>'= H'i"- *•'''•»■''»&/. 

L^airo d'an triangle est exprimée par la râiSHè t|btif^''Ail<^b9ù(^ 

•dflifâ iiBiiii-8bmmd>d^>«irdib <^éll', ^tflti^llë<!*tiaï-lé^ fSHWkênécé 

'ebtteoëae<ilea|i»^flKmâà4ët'«h£K:iin^côt^i • ^ ' - ' ' '''I91 

^pression du volume d'un tronc de pyramide'^ dë-élûlttè'lr'i)ëkefr 

v<:pftt«iHllél»', '.'•■•.•■ " *' '•' • ••'••• ■ ■■>*''■■•• •■^ 

Questions dn premier et du second degrë, dans lesquelles les li^Aes 

ne sont pas évaluées ea tt<>iilbif<;9i izâkib Miftt' c^sldétééV teh èllës-^ 

mêmes, . ; • '; ' a f!'"^ ibid. 

Ce que c^est que la cçnstruction des expressions algébriques , 96 

Comment on èS^bè i^e ^ quantités hohiogèHes qui se rap- 
j.l ^rtentiàdes ligneSy on^dù pvfraierde|$véy - '• > '' ' : «r . iifig, 
(Construction désTaiHifst-qaaa-éesv '• ' .'^ 

Ce qii^il'lâlat &ârs quBBddii qjbAvtité n'isc ^8'|M)k(^C»èV -'ibt 
iGohsemcticni des taduosldufs ^qtfatidus doveoond degfë ktmé'mi^ 
i.jinconnuei i\ • ■■ ,■ ■•' ' •'■ ' .'••' 'i>'f-*j ''-'''' " ' ''ïo^ 
•B4wihuioii'j9rapWqwde'bés<éqn«itfa»V'-''- ' '-•- "'•■'-•'-'>''.''-''^ •• ¥d3 
l>e la signification des signes -f- et —, par rappôït'^MiJt lîgiitS ,' et 
-,.faèilimr iineè<iten»'.MTÀDlilcimi^«sjqfa<»llôtw;^ '* ' liô^ 

.fontes les fois qu'U s'agit de 4fisi»fldesya|ypM^SJSidii'pè^iir^e, 

^ et comptées sur uns méoM UgQ^ oa'snridles'lijtt^é pdi'attèlés, 
.f.rdeUesiqsn«ontiktifi!c«ée8 dasv^iie f^'ddiveift'iw<|(r<»#âye'<laftb î(n 
. > Aèns opposé^à^celles qui sont afiFectées du signe H- ; '' '^- ' "'to8 
Ràkianifefiukr^stftSBèsJdelà sé(iant&>>ét9tOt»<SfUr4é^teié^ë<^^et^, t6â 
Analyse eoBvplècb rdùipvôHlèBse «tbii't'ftglitdeibetierptir w pôiùt 
, i^wifkdans un angU<iroity onb ifgned««lil'l|ifpa«%l<e ^le^dê^téé'eMre 
r- les cÂtés de cet angle soie de^gtBO^èitV'dèiiriée, < ' ' ' tio 



TABLE.. Vil)/ 

ReaoliiiiOD d» o» ptoblètt» par N«wtMi ^ ftmr Ut cm ok le {loint {Hir 

leqvel doit passer la ligne de ^a&deai' cbniii^ est à égale dis- 

tinee des deamoât^ de^i^avrglè droidy - * page 1 16 

Gonstmction des expressions algébriques qui afitattiennetit à des 

aires oa àdeairolumei, •••..^. «»8 

Idée fondamentale de l'anaiysé de Doteaitea» paria^pieyeoacepie* 
^ sente les couiiMs> au mogr«ii4tt<éqi3aJtàoiûàdeaxindétcroiiilées, iiao 
Équation d^une ligna draite^ M%i 

■I t ^ d'un cercle, ... jit3 

Go qoe c^cst que let cùùrdcmné'éSf leurs «â-^y leur «/%iiie ^ - >t a5 
Conimentondistingneparles>Sfg6a»4*iet'-**», >lc8 ^attetaogles'qiie 

forinfentlesaxesdes cdonldnif^if»4 ' laC 

Ce que c'est que le liéK d'une iéq^«n<(>n) et <é(imiiMliri9\)ibtiént celle 

d'vne cbuibe «qnefcott^», / . . "^ . i^i^i. 

L'équation générale du |»reBiioir degré àdeMcîddéteraiiuéeBAppafr- 

tient à une li^ne dvoite , ' i - <A7 

Il faut dens'coiiditions f>oar détermiiittr cette 'ligne , 1 3o 

É^^ation d'one droite qaS passe par deux* points ibMnéii / . fiifd. 
E^resaion delà dis«attmâe«e»' deos points 4 • '%3f 

Ëqaation d'une droite qoi^ passant par nn point xkmtië^adraitipa- 

nlttèleè linedtoite donnée, . <•<> .1 ' - -^ibtdi 

Équation de la< perpeadipolàire ^abaii^aif rn^e isgriwdottneey par 

j im point donné) ■:''• ' • i- ; i à a,;; . . n.iâi 

Âtfe. Sur le signe que doit forcer >lk tbngeiitr^de i'aQglie-forai^»pi(i!i 

eetteperpemUcnlairéet piirl'axesdesar, ' > 1 •6n2,'- 

Pour trouverdeipoiiMideeeaedmlede deuil fdvaitea' qui ■eeoupeikl, 

il faut supposer que les coordodaîSte d« ilHine ssolem ^les tateK» 

«qfcie celles de Tautre^ , • . ■. • ,. •:. ? : • ^ ^3 

Eipression de la longueur d'ao»i|Mfpei0ièDUnf»!afaaiseéè>anft:«nié 

d^iée'df^aaéey'par pnpdlatidaniilij/ •:!.!.. 13^ 

Expressions du sinus, du cosinus et delà tangente d« l'angle ^e 

deux droites font entre elles, ' * '. • • >aJI3 

EHqùstion générale du cercle , forfanéeiîAlpiiicmitii'oiJgine dea oovri 

deanéesidlnne-nHUilère qiMloéoq^^' i3^ 

Giwiénentda>âéteriBiiifecelnr^i'paMeipaff ir6ia<points domiésv idS 
Équations du cercle les plus simples, ... 239 

Pre^èmas jqni.nefsapportbnC'à^lQi ^^hm ^dkàmà^ et cbmprenaôt 
< xsenx des pages 93 et 110, ,r >'.'■' ' -' . .cv^o 

Équations exprimant la relatioii^qni oxiaM -eMsâ ksi angles 'et ié$ 

«ôtés d'un triangle^ : • ' 1 < ' ^ijj^ 

Expression de F^ieétidiVDni triangle^ antmoyeo des;oeordnnné€Mi àH 
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CHAPITRE PREMIER. 

De la Trigonométrie rectiligne. 

I . Dans un triangle rectiligne , il 7 a six choses à 
considérer^ savoir , trois angles et trois côtés; mais il 
suffit de* connaître un certain nombre de ces diverses 
parties pour déterminer les autres. Il suit en eETel des 
propositions démontrées relativement aux triangles 
égaux y que Von peut toujours construire un triangle 
lorsqu'on connaît trois des six choses qui le constituent, 
et que, parmi les choses connues, il se trouve au moins 
un côté. Pour ne rien laisser à désirer sur la théorie 
des triangles , il faut pouvoir appliquA* le calcul aux 
constructions géométriques, parce que l'exactitude de 
ces dernières est limitée par l'imperfection des instru- 
mens, tandis qu*on est toujours maître de pousser ie 

• Trigonom^irie, 8* édition. i 
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calcul jusqu'à tel degré de précision qu'on veut. Tel 
est l'objet qu'on se propose dans la Trigonométrie rec- 

• tiligne. 

Ceux qui ont entrepris les premiers de déTelopper, 
par une suite d'opérations ntimériques, ou par des for- 
mules algébriques^ les relations qu'ont entre elles les 
différentes parties d'un triangle , ont dA se trouver ar- 
rêtés par la di£BcuIté de faire entrer dans le calcul la 
grandeur des angles > qui, mesurés par des arcs de cer- 
cle*^ ne peuvent être facilement comparés avec les lignes 
droites : mais ils ont bientôt reconnu que s'ils pou- 
vaient^ par un moyen quelconque^ calculer une suite 
de triangles dont les angles eussent toutes les valeurs 
possibles , cette suite en renfermerait nécessairement un 

' qui serait semblable au triangle que l'on aurait à déter- 
miner, quel qu'il fût j et qu'alors desimpies proportions 
suffiraient pour déduire les parties du second de celles 
du piremier. L'exemple suivant éclaircira ce que ces no- 
tions peuvent avoir d'abstrait. 

Fig- I. 2; Je suppose que, dans le triangle ABC^fig, i*^*, on 
connaisse l'angle B^ l'angle C et le côté BC : on cher- 
chera dans la suite des triangles calculés^ celui^qui a 
deux angles & et c respectivement égaux aux angles 
B et C; il sera nécessairement semblable au triangle 
proposé ABC) et puisque toutes ses parties ab, aCybc, 
sont connues, on aura les proportions 

bc : ab :: bc : ab, bc : ac :: bc : ac, 

dans chacune desquelles les trois premiers termes sont 
donnés. On trouvera par conséquent 

et comme on a d'ailleurs A=:a, toutes les parties du 
triangle ABC seront déterminées. 
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3. Maintenant qa'on Wt le •parti qu'on peot tirer 
^'une suite de triangles faits sur tous les angles possibles ^ 
et dont les côtés seraient calculés^ il est naturel de cher- 
<5her les moyens de former une pareille suite. Pour consi- 
dérer d'abord le cas le plus simple, je suppose que les 
triangles qu'on se propose de déterminer soient rectan- 
gles y 'A est facile de voir qu'on pourra les construire toas 
idans ua quart de cercle, en abaissait de diacuxi des 
points de l'arc AB ^fig. a, des perpendiculaires MP, Fi£'2. 
M' P', iH/" P^', etc. , sur le rayon AC jfX tirant les rayons 
MC, MC, M^'Cy etc.; les triangles MPÇ^ 3f P' Cj 
M* P* C y etc. , formés ainsi , seront rectangles en 
P,P', P^,etc.,et les angles ;ifCP, M'CP',M"CP\etc.i 
auront sucoessîyement toutes les valeurs possibles^, enfin 
les an^es CMPy CRfP'y CJkTP^, etc., qui, avec ks 
•précédens, forment un anglédroit, seront aussi tels que 
l'exige la nature des triangles rectangles, et il ne sau- 
rait exister de triangle rectangle qui ne soit pas équiangle 
avec quelqu'un de ceux que fournit la construction pré* 
«ente. Il est à propos de remarquer que ces derniers ont 
tous une même bypoténuse , égale au rayon jde VavcAB, 

4* ^^ "peut encore former une suite de triangles rec- 
tangles, ayant tous un des côtés de l'angle droit égal au 
rayon du cercle; il suffit, pour cela , d'élever la tangente 
indéfinie AT, a l'extrémité du rayon AC, et de mener, 
par le centre C et par les points M y M', M", etc. , les sé- 
cantes CN, CN', CN", etc. Il est évident que les trian- 
gles CANy CAjNT, CAIf'y etc. , auront successivement 
toutes les combinaisons d'angles qui peuvent exister 
dans un triangle rectangle ; et parmi ces triangles , il 
s'en trouvera nécessairement un semblable à tel triangle 
rectangle qu'on voudra. 

5. Dans les triangles CPMy CP'My CP"M"y etc., 

I.. 
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dont ITîjpoténuse ne ehange pas, les côtés PM^ P Hâ^^ 
P" M'f etcyqm croissent en même temps que les angles 
\dCMy AClSty ACM", etc., et que les arcs AM, AM ^ 
AM'f etc., qui mesurent ces angles, ont reçu un nom à 
cause de cette dépendance : la ligne PM s'appelle le 
sinus de Varc AM; la ligne P' JM^ est de même le sinus de 
l'arc AM' y^\ ainsi des aut;res. Il suit de là que le sinus 
de Varc est la "perpendiculaire abaissée de Vune des 
extrémités de cet arc ^ sur le rayon qui passe par Vautre 
extrémité. Les lignes CP, CP' , CP", etc., qui diminuent 
lorsque les arcs AMy AM* , AM", etc. > augmentent, 
sont respectivement égales , comme parallèles com- 
prises entre parallèles, aux perpendiculaires MQ^ M* Q[, 
ilf'Q'', etc., abaissées des points M y ifcT, ifeT', etc. , sur 
le rayon CB, perpendiculaire au rayon CA-^ et il 
est évident que les. lignes MQy M*Qy M"Q", etc.) 
sont, par rapport aux arcs BM, BM ^ BM", etc. , ce 
que sont PM^ P'M', P"M" f etc., par rapport aux 
ovcsAMyAMy AM", etc., et que par conséquent MQ 
est le sinus àeëM, M'Q <celai de PM\ M^Q" celui 
de BM"j etc. • 

Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraits l'un de l'au- 
tre, donnent le quart de la circonférence, sont ditsco/»- 
plémens l'un de l'autre. Les arcs BM, BM\ BM" , etc., 
sont rcj^pectivement les complémens de AM, AM', 
AM\ etc. On a désigné les lignes Jl/Q, Mt Q', W Q", etc., 
ainsi que leurs égales CP, CP', CP", etc. , sous le nom 
de cosinus des arcs AM, AM'y AM", etc. D'après ces 
notions, le cosinus d'un arc est le sinus du complément 
de cet arCj et est égal à la partie du rayon comprise 
entre le centre et le pied du sinus. 

Les triangles rectangles CPM, CP'M'y CP^M% etc.f 
qui ont tous une même hypoténuse, sont donc formés 
par le rayon du cercle et par le sinus et le cosinus 
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de celui de leurs angles aigus qui a son sommet au 
centre (*). « 

6. Je passe aux triangles CAN, CAN\ C4N" , «le. 
Leurs hypoténuses sont les sécanies des arcs AM, AJMt , 
AM'f etc., parce qù'o/> nomme sécante dun arc lé 
rayon mené par une des extrémités de cet arc j et pro^ 
l&ngéjusqyfà la rencontra de la tangente menée par 
tautre extrémité. Les portions AN, AN* y AN" y etc. , 
prises sur la tangente ATy sont les tangentes des arcs 
AMy AdiPy A M" y ctc. y. parcc que l^on est conpenii d'ap-' 
ptler tangente d'un arc la partie qu'interceptent j sur 
la tangente menée par l'une des extrémités de cet arcj 
les deux rayon^ qui le termÎTienti^*), 

7. Si, par l'extrémité B de l'arc AB, fig. 3, on mène Fîg, 3. 
la tangente Bn prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre 

lu sécante CNy la ligne Cn est la sécante de l'arc BM , 
complément de AMj et se nomme la cosécante de AMy 
la ligne Bn, tangente de j^Jlf,. est la cotangenfe de AM, 
^sttce qv^ on appelle cotangente et cosécante d'un arc^ 
la tangente et la sécante de son complément, La cotan- 
gente et la cosécante, comme on Toit, ne font pas partie 
des mêmes triangles que la tangente et la sécante, ainsi 
que cela arrive pour le sinus et le cosinus.' 

8. Les tangentes et les sécantes ont , avec les sinus elles 



{*) La partie ytP do rayon AC , comprise entre le pied da sinnt 
etrexirémité de Tare, st nommt sinus verse. Cettje ligne, d'ailleurs, 
n'est d'aucun usage dans la Trigonométrie ëicmentaife- 

{**) On voit ici les mois sécante et tangente, pris dans une ac» 
ception différente de colle qa''oa leur donne danfr les ËIcmena dû 
GéoDie'trie. Dans cette partie ,'des Mathématiques, la sécante et la 
tangente sont des droites indéfinies , dont Tune coupe le cercle, et, 
Pautre le touche ; mais en Trigonométrie , les mêmes dénominations 
s'appliquent toujours àdes lignes d'une grandeur détermiuée: quand 
il peut y avoir équivoque, on appelle ces dernières tangentes et sé^ 
eantes trigonométrie u9§^ 
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connus ; éts relut Ions très simples^ au moyen desquelle» 
on peut trouver les unes lorsqu'on connaît les autres. Les 
triangles CFM et CjÉN étant semblables , donnent 

CP : PM \:CA: an, d'oi l'on tîre AN ^^^^' ^y 

CfP 

mettant, au lien des lignes CP, PM et AN, leiur désigna-* 

tion, savoir, cos^iK/j sin AM et tang AM,ei représen^ 

tant le rayon CA par M, on aura tang AM-=. ttt' 

Des mêmes triangles CPM et CAN, on déduit aussi. 

cp:ciif::c^:c?:iv;cequi conduite cjv=. £M^d.^ 

t^p 

mais CN= séc AM, CM^CA^R, CP =coêAM: 

^* 

donc séc AM =i r^rr- 

cos /fM 

9, Si l'on compare entre eux les triangles CAN et 

CBn, qui sont encore semblables, puisqu'ils sont tons 

les deux rectangles, et que l'angle ACN = CnB^ 

Comme alternes internes par rapport à la sécante CJV", 

on aura la proportion 

ANlCA :: CBomCA: Bn, 
qui donne 

^^ = TJCfj ce oui revient à cot AM:=i ' ^> , 

AN ^ tang AM 

Cette proportion , et celle qui a été trouvée pour la 
sécante , font voir que le rayon est moyen pi^oportion- 
ml entre- la sécante et le cosinus, eptre la tangente et 
la cotangente^ puisqu'on a 

cos JMX9écAM=I{\ tàngAM XcolAM = Ji\ 

10.. Avec ce qui précède, il ne manque plus, pour 
être en état de construire les tables nécessaires à la 
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Trigonométrie, que de conijaître les moyens de calculer 
les sinus et les cosinus seulement. Le cosinus même se 
déduit immédiatement du sinus; car le triangle rec* 
tangle CPM^ qui les contient l'un et Fautre, et qui a 
pour hypoténuse le rayon, donne . 

JW+ CP= CMoxL (sin ^Af)*+(cos AMf^z R\ 

c'est-à-dire, que h quarré du rayon est égal à la somme 
des qiumris du sinus et du cosinus ; d'où il suit 

ces AM = y/fl* — (sin^M)\ 

La proposition suivante, qui donne l'expression du 
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de 
deux arcs, mérite la plus grande attention , parce qu'elle 
renferme implicitement toutes le& propriétés des sinus 
et des cosinus. 

1 1. Soient deux arcs quelconques a et h; on aura 

• /• _i_i \ sinsicoshzizsinbcos ai 
«/» (aibb)= j^ , 

■ _. , V ' cos a cosh Zizsin a sirih 
cos (a±:b) = r^ . 

Pour le prouver , il faut prendre sur le cercle A MB , 
Jig. 4, l'arc AM = a ; porter de chaque côté du point M Fig. 4. 
les arcs MN et MN*, égaux à h-, tirer la corde iViV; 
des points iV, M, JV, abaisser sur le rayon AC les 
perpendiculaires NQ, MP, N'Qy par le point M^ 
mener ïe rayon MC , et du point JK, oii il rencontre 
la corde iVJV, abaisser sur .^Cla perpendiculaire EFj 
enfin par les points £ et N* mener les droites ED, N^ G 
parallèles k AC. 

Cela fait , on voit i^. que NQ est le sinus de 
l'arc AK::ziAM + MJN'=a+b, et que CQ est ie 
cosinus du même arc^ 2?, que N* Q[ est le sinus de. * 
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rare AN' = AM — ^JV = a^b , et que CQ[ en est le 
cosinus. Mais la corde NN' étant nécessaîremeiit par- 
tagée en deux parties égales au point JE y puisque le 
rayon CM passe par le milieu de Tare NN\ d'après 
la construclîoD , il suit de la similitude éyidente des 
triangles NED, NN'G, que NG est aussi diyisée en 
deux parties égales au point D, et que DN^zJ^G* 
De plus, DQ = £F, GQ = iV'Q', DE=z FQ^ à 
cause des parallèles; et comme DE est la moitié 
de N'Gy FQ sera la moitié de Q'Qj en sorte que 
Q'F= QF:=zDE\ enfin 

NQ = DQ + DN= EF+DN^ 
^'0"= GQ = DQ — DG=: EF-^ DN, 
CQ = CF — FQ:=CF — DE^ 
C^'= CF + FÇy=.CF + DE. ^ 

Mettant pour NQ^ N'Q'y CQ, CQ\ leurs désigna- 
tions respectives , savoir ^^ 

sîn (a+&),sin(a — b), cos(a+fr)>cos (a — 6), 

on a 

sin (a+6) = EF+DN,cos (a+5) = CF-^DE, 
sin (a — &) =;= EF—DNyCos (a— ^)= CF+DE; 

et il ne reste plus qu'à calculer les quatre lignes FE, 
CFyDNeiDE. 

Les deux premières s'obtiennent par les triangles sem^ 
blables CMP et CEF, dont on tire 

CM : FM :: ce : ef, cm : cp :: ce : cf. 

Or, AM=a, Pifefrr sin a., CP= cos a; et il suit 
des définitions du sinus et du cosinus (5) que EN est 
le sinus de l'arc MN, que CE en est le cosinus, et que 
par conséquent EN = sin by CEz=z cos &j d'ailleurs 
CM = B : substituant ces valeurs dans les proportion» 
ci-dessus ; on trouve 



J 



MFzzz 
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CM ~ R ^ 

CPX CE cas a cosb 



G)iiiparant ensuite les* triangles CMPy DENy qui 
sont semblables, parce que les côtés du second sont 
perpendiculaires à ceux du premier y on déduit de ces 
triangles, 

CM : EN :: cp : dn, cm :eN :: pm : de. 

Substituant aux trois premiers termes de cliacune de ces 
proportions, leur désignation rapportée ci-dessus, elles 
donnent 

EN>C CP sînôcosa 



DN = 



DE 



' CM M ' 

PM X EN _ sin a sin b 
CM ~ li 



Réunissant ces valeurs aux précédentes pour former 
celles de sin (a+^) et de sin {a — b), de cos («4 b) et 
de cos (a — b) , il vient les quatre équations 

• r . ^ N sin rt cos b + sin b cos a 
sin {a + b) = ^ , 

. , ,^ sin a cos & — sin ^ cos « 
sin (a— 6) = T^ , 

. , ,v cosacosô — sinasin ô 
cos (a + 6) = — — , 

cos a cos b + sin a sin b 
M ' 

comprises dans l'énoncé de la proposition C^). 

— ■ ■ 1 •■ — [ — I ■ - ^r-B I ■ M II I 11 ■!! I ■ _ - - — 

(*) Dans la figure, on a pris des arcs tels, que leur somme ust 
moindre (|ucle quart de la circonférence ^ mais il ne serait pas difli' 



f CO$(a — &) = 



cos 2a = 
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Avec ces équations , on peut trourer le sînus et le 
cosinus d'un arc double^ triple , et en général multiple 
de celui dont ou connaît le sinus et le cosinus. En effet , 
si l'on prend successivement b=za, b:=^2a, on aura 

a sin a qos a 
sin 2a = = r , 

cos a*— sin a* 
It ' 

■ 

. «, sîn a cos aa + ain aa cos a 
sin oa = j^ , 

^ cos a cos na — sin a sîn 2a 
cos oa = 1 j^ y 

et on tirera des deux dernières équations sîn 3a etcosSa, 
lorsque sin 2a et cos 2a seront calculés. 

-.,, ,. . 2 sin a cos a , . 
12. L équation sm 2a = ^ conduit aussi 

du sînus d'un arc a à l'expression du sinus de sa moitié* 

Si l'on remplace cos a par sa valeur v i2* — sin a* \ )y 
il vient alors 



2 sm a v/-fl*— sm u* 

sm 2a = -=r . 

R 



cilcd'approprievla constraclion aux autres cas ^ et il nVn icsaJterait 
dans les formule» ci- dessus que des chângemens de jsignes , confor- 
meoicnt aux lois qui seront reconnues ci-après (aa et suiv.). Cepcn; 
dant afin de iic rien laisser à désirer sur ce Sujet, j'ai rapporte à la fiu 
de Pouvrage , dans la n(«tç A, un procède' pour obtenir les mêmes 
formules d^une manière moins de'pendante des circonstances de la 
figure. 

{*) Le lecteur est prévenu que dorénaTani je désignerai Icquarre 
du sinus de Parc a par sin d*, expressiou quUI ne faut pas prendre 
pour le sinus du quarré de rarcfi) aiaMsiaa* = (sin a)*. 
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et en élerant au quarré ^^on trouve 

Jî* sin 2a* = 4^» sin a*— 4sîn a*; 

prenant ain a pour l'inconnue dans cette équation qui 
peut se résoudre à la manière de celles du second degrés 
on obtient 

sîn a — ±: \/l R*±: s R \/W— sin !ia\ 
• ■ 

S î l'on fait 2a r= a\ on aura a'=\d ^ et par conséquent 

, t , 

sîn {a'=±\/\ R'^^RS/R'—sma^ 



on 6inia'=ifci ^/2i^'»±2/îcosa', 

en mettant cos a'* au lieu de jR' — sin a'* (lo) , en multi- 
pliant les quantités sous le radical par4> et en divisant 
au-dehors par 2, ce qui ne change rien à l'expression. 
Telle est la formule qui donne le sinus de la moitié d'un 
arc, lorsqu'on a celui de cet arc. ^4 

i3. On peut arriver à ce résultat par une construction 
très simple. 

Si l'on mène le rayon CN qui divise l'arc AM^fig. 5, Fig. 5. 
en deux parties égales^ la corde AQM se trouvera éga- 
lement divisée en deux parties égales, et Çil/sera le sinus 
de MNouàe la moitié de AM-^ le triangle AMP^ rec- 
tangle en P, donpera 

• î." , . •» 

AMz=i Vpm+ApI 

et comme AP=AC — CP^zsR — cos AMz=R — cos a, 
que d*ailleurs PM= sîn AMz=s\n a ^ on aura 

• * » 

AM=z v/sin a'^+R'—^Rcosa!+ costf'*= \/^R^^co9a\ 
à cause que sin a'* + cos a'* = if* (lo), et on en dé- 
duira 

QM = \AQM = \ /2iJ«— 2iîcosa' 
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On ne trouTe de cette niani^re que la deuxième 

valeur de «in y a' : l'autre est MQ' j car l'arc MN'jf y 
qui compose, avec l'arc AM^ la demi-circonférence, a 
aussi pour sinus PM^ puisque cette ligne est bien ea 
effet la perpendiculaire abaissée de rextrémito M sur 
le rayon CA' qui passe par l'autre extrémité (5); et rien- 
dans l'éqyation d'où l'on est parti , ne faisant connaître 
lequel de ces deux arcs on se propose de diviser , on 
doit trourer en même temps le sinus de la moitié du 
premier et celui de la moitié du second. Suivant la 
construction y on aurait 



A'Mzzz \/pM+A'Pz=z VpM^+{A'e+ CP)^ 

=?= l/sina'*H-(i2 + ços«)* 

= v/sin a'"* + Zî* + 2/i cos a •+• cos a * 

— L- 

=: y 2.1^+ 7,R cas a, 

et par conséquent 

1^ . 

MQ' = sin i a' = i \^iiR^ ^ nR cos u% 

résultat qui est la première valeur de sin ^ a'i 

Il faut bien observer que, quoique sin a' soit le même 
dans les deux valeurs de sin -j a, l'arc a' est différent ; 
pour l'une d'elles, cet arc est A M, et pour l'autre A' M, 
qui est le supplément de AM , car on entend par le 
supplément df un angle ou d'un arCj ce qu'il faut ajouter 
à cet angle ou à cet arc pour en faire deux droits y. 
ou la demi'circonfèrence. On conclura aussi 3e ce qui 
précède , que le sinus du supplément d*un arc est le 
''Tnéme que celui de cet arc. Je donnerai plus loin, des 
notions générales sur les différens arcs qui peuvent avoir 
le même sious, la même tangente, etc. 



DE TRIGONOMETRIE. l5 

i4« Il suit eucorede ce qui précède, que le sinus d'un 
arc quelconque ^ AT est la moitié de la corde AM de 
Tare double ANMy et que la corde AM est le double 
du sinus de l'arc ATi^ moitié de ANM\ de manière que 
lorsque les sinus sont connus, on en déduit les cordes , 
et vice versa. 

\5, Ce né sont pas les valeurs absolues des sinus 
que l'on a besoin de calculer, mais seulement leur 
rapport avec le rayon, puisqu'il suffît de connaître 
dans tous les triangles CPM, CP'M'y eXc^fig. a, les Fîg. a. 
rapports que les côtés ont entre eux* On peut en con- 
séquence, pour plus de simplicité, prendre le rayon 
pour unité, et exprimer les sinus PM , F'M'y etc., en 
parties décimales de cette unité, ou, comme on le faisait 
autrefois, supposer ce rayon divisé en loo ooo parties. 

i6. Il est à propos d'observer que la longueur d'un 
arc est toujours moindre que celle de sa tangente, et 
plus grande que celle de son sinus. £n effet, si on 
prend au-dessous du rayon ACyfig,&y Parc -^il/ = Fig.(5. 
AMy que l'on tire de la corde MM\ et que l'on mène 
les tangentes MT^ M'Ty il est facile de voir que ces 
tangentes doivent rencontrer toutes deux le rayon AC 
dans un même point, puisque les triangles CMT et 
CHfT sont égaux. Les lignes MT et M'T étant égales 
aussi bien que les lignes PM et Pilf' , et les arcs A M et 
AM\ on aura !iAM<jiM2' et H/éM^nPM , parce 
que la longueur d'un arc de cercle est comprise entre 
celles des portions correspondantes des polygones ins- 
crit et circonscrit [Géom, i5i] (*); et l'on en con- 
clura AM^MT, AAf:>PM. 



(*) La proposition rappelée ci-de»af esc un cas particu'ier de 
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Je ferai remarquer, à cette ocoasioa , que le rapjiort 

entre la tangente et )e sitius d'un arc tend sans cease 

Ters Piinîtéy k mesure que Parc diminue*, en effets de 

R sin a ^^x ^» sin a cos a 
tang a = (8), on tire — -— = -— ; et comme 

cos a tang a Jt 

cos a approche sans cesse de II y il s'ensuit que la frac* 
tion —^ approche aàssi de plus en pluft de Fuiiité, 

qui en est par conséquent la limite {^Alg, 234)* ' 

17. Il suit de ce qui précède , que la valeur de la 
tangente et celle du sînus d'un petit arc AM, ne dif- 
fèrent point dans un certain nombre de leurs premiers 
chiffres I et que par conséquent ces premiers chiffres 
donneront aussi une valeur approchée de l'arc* En pre-^ 
nant, par exemple , PAf = 0,0001, on trouve 



CP= N/cM— PM=o,999 999 995, 
et MT= 75- — = 0,000 100 000 000 5, 

valeur qui ne diffère de PM qu'au treizième chiffre; 



cette autre : Les lignes qui sont partout convexes dans le même 
sens, sont d'autant plus longues qu'elles s^écartent davantage de 
Fig« 7- /« ^'^"c droite. En effet, si l'on mène à la ligne courbe ACB,Jig. 7, 
in((frieareà la courbe AMBy une tangente DE, cette tangente sera 
plus courte que l'arc DME, et on aura ADEB<iAMB, Tiratit 
ensuite par les points U et Z, intermédiaires entre ./^ m C,C et B, les 
tangentes /^G, IK, on formera une Bouvelle ligne brisée AFGIKB, 
qui sera moindre que la première , puisque FG<CFD + DGy 
IK^IE-^EK, Il est évident que l'on construira de la même ma- 
nière une suite indéfinie de lignes brisées qui iront sans cesse en di* 
minuant à mesure qu'elles approcbcront de se confondre avec la 
courbe ABC, qui sera donc non-seulement plus petite que AÂfB, 
mais encore que toutes les lignes brisées dont on vient de parler. 
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oti petit' doîic prendre ce nombre pour la Taleur de 
l'are -^ilf exprimé en parties du rayon (*). 

i8. Pour appliquer les formules des n" lo, 1 1 et la, 
il faut connaître au moins le sinus de Fun des arcs com- 
pris dans le quart de la circonférence; or il y a deux de 
ces arcs dont le sinus est facilement connu ^ savoir, ce 
quart et soii tiers. En effet, le siniis du quart de la 
circonférence n'est autre chose que le rayon , et le sinue 
^du tiers de cet arc est égal à la moitié du rayon. 

La première de ces Taleurs est évidente par la ^ure 2; 
et la seconde résulte de ce que le côté de l'hexagone 
inscrit est égal au rayon ( Géom, 146). Ce côté, Jig. 8^ Fig. 8. 
étant la corde du ^ de la demi- circonférence , donne 
par sa moitié le sinus du ^ du quart de cette circonfé'- 

rence (i4)* 
£n partant du quart même ; la formule 

sinia =i V/2R*— 2/?cosa' 

donne le sinus de la moitié de cet arc, puis celui de la 
moitié de cette moitié ou du quart, et conduit à toutes 
les fractions comprises dans la suite 

i i i -i è- eic 

•• - f ■ 1 1.. .. I ■ ■ . 

(*) Laméroe chose se prouve en re'duisant en série Texprcssion de 

la tangente* En eflcei , on a tang a == = ( o, lo ) , 

^ cosa y/, — àiiia» 

lorsque 2i=ii mais . ' ^— : = sin 0(1— sin a*) ' j dévelop- 

yi — sma* 

pant ia dernière quaaiit<$ , par la fonnule dn binoxpe , on trouTera 
' tang a = sin /I -f- 7 sin a' -h î »in a* 4- etc. 

U est évident que tant que sin a sera une petite fraction décimale^ 
le terme ^ sin a^ ne pourra influer que sur les derniers chifPrcs de 
Tcxpression de tang a, et que dans les premiers on aura tang a=sin a. 

Pour sin «=0,0001, on a 7 sin «'=0,000 000 000 000 5^ résul- 
tat qui ne peut changer que le treizième chiffre. 
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La même formule, loreiqu'on fait d'abord ci ^i au 
tiers du quart de la ciroooférence, détermuie ^ccessi- 
Tement les sinus des fractions 

JL JL ^ JL. -1. pfc 

de pe quart. 

On voit par I«^ que s'il était dWisé en un nombre de 
parties ^gal à quelqu'un des dénominateur» des fractions 
ci- dessus^ on^trouTerait directement le sinus de cha- 
cune de ses parties , et on en formerait une table , en k^ 
inscriyant à côté des arcs auxquels ils appartiennent; 
mais il n'en est pas ainsi : les astronomes indiens seuls 
paraissent a'voir divisé le quart de la circonférence en ^4 
parties, pour en calculer les sinus (*). Un usage très 
ancien, et ensuite d'autres raisons, ont fait adopter des 
divisions dilFérentes des progressions indiquées ci-dessus. 

19. On divisait autrefois la circonférence entière en 
36o parties qu'on appelait degrés ; on subdivisait ensuite 
chacun de ces degi es en 60 parties appelées minutes^ 
chacune de ces minutes en 60 parties appelées secondes , 
chacune de ces secondes en 60 parties appelées tier- 
ces^ etc. La marque des degrés est le caractère ^ placé 
à la droite du nombre et au-dessus, celle des minutes \ 
celle des secondes", celle des tierces*', etc., .en sorte 
que 4^° 3i^ ^V' ^^ signifie 4 2 degrés 3i minutes 1 4 se- 
condes 5 tierces» 

Puisque dans la mesure des angles ou n'a aucun égard 
k la valeur absolue des arcs, mais seulement à leur 
rapport avec la circonférence entière, il semblerait 
fort naturel de la prendre pour l'unité , et d'exprimer 
lés arcs par des fractions , soit quelconques, soit déci- 
males. Cependant quelques considérations particulières 



(*) Voy. V Histoire de V Astronomie ancienne^ par M. Dclambrc^ 
T. I , p. 456. 
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<fnt déterminé les^avans chargés delà réforme des poids 
et mesures^ à prendre l'angle droit pour l'unité des an- 
gles f et par conséquent le quart de la circonférence, ou 
le quadrant^ pour l'unité des arcs. Ils l'ont diyisé en cent 
parties égales qu'ils ont nommées ^ro^^ ^ et qu'ils ont 
substituées aux anciens degrés; puis chacun de ces grades 
en cent parties égales. Ces dernières divisions rempla- 
cent les minutes, et peuvent être subdivisées autant 
qu'on le voudra , suivant la progression décimale. 

£n employant dans le cours de cet ouvrage la nou- 
velle division du cercle, j'exprimerai les arcs par des 
nombres décimaux écrits à l'ordinaire; mais je placerai 
au-dessus du chiffre des unités, et à droite^ la lettre ^, 
pour désigner que l'unité est le quart de lit circonférence 
et pour empêcher que l'on ne confonde les mesures d'arcs 
avec les autres nombres : 0^,435 , par exemple, représen- 
tera l'arc égal à -^-i^ ou 7^^ du quadrant, et sera par 
conséquent composé de 4^ grades et 5o minutes (^). 

20. I^ rayon du cercle pour lequel on se propose de 
construire les tables étant i , et sa circonférence étant 
désignée ordinairement par st, le sinus de ABy fig. 9, p. 
ou sin -^ «* = I ; on a d'ailleurs cos ^ «* === o : posant donc 

a'=iir , la formule sin ia'=i I/2/Î»— a/lcosa' (i3) 
fait voir que le sinus de la moitié du quart de la cir- 
conférence, ou de ^ »•, est^ V^2 (**). 

{*) Il paraît que les principales raisons qni ont fait choisir Pangle 
droit pour unité, sont i» que le cercle entier, à proprement parler, 
ne mesure point un angle, puisque alors le rayon mobile CM^fig. a, _,. 
est rçyeuu s'appliquer sur le rayon CA ^ a**, que le sinus , auquel on '^* 
rapporte tontes les antres lignes trigonomëtriqnes^ prend dans re- 
tendue du quart de cercle , on de Tangle droit, tontes les valeurs 
dont il est susceptible. 

{**) On peut aussi s'en convaincre à priori, puisque le triangle 
Trigonométrie. 8* édition. a 
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L'are ^B^=:-iw, étant pris pour unité, JM sera 
de o^j5 : ou aura donc 

tin 0^,5 =3 00s o*,5 = ï V^2 = 0,707 106781 186. 

Maintenant si on fait o^,5 ==:a'j on trouvera 

sin i«' = sln o', sS = o,38a683432365, 
cos Ja' = cos 0^,25 = 0,92387953251 1 j 

mais en continuant ainsi de partager chaque arc en deux 
parties égalc^s, on ne tombera sur aucune des parties 
décimales du quadrant : on parviendra seulement m des 
arcs de plus en plus petits, et qui par cette raison ap* 
proclieront sans cesse d'être égaux à leurs sinus (17). 
A la quatorzième division , par exemple , on arrive à 
un arc qui n'est que j^Wi ^^ quadrant , et dont le 
sinus est 0,000 095 873 799 , moindre par conséquent 
que 0,0001 : la petitesse de cet arc est donc telle, 
qu'il ne différera point de son sinus dans les 12 premiers 
chiffres décimaux. 

A plus fprte raison en sera-t-il de même pour les arcs 

moindres; or il est visible que tous les arcs qui se con- 
fondent avec leurs sinus et leurs tangentes , sont pro* 
portkmnels à ces lignes : il vient donc 



• 1^ . 1' .. 1^ . 1^ 
i6384 * 1 00000 ** TBSêJ * X 00000* 
ou :: 1 00000 ! i6384, 
d'où 

'6384 sin ^ 
sun p^ooooi = '■' ■ 7 == 0,000 04 o 707 ûo3, 

lOOOOO / / î7 7 



Fiff* Q. CMfiffig- 9» ett aJofff iiocèle , et que Ton « par conséquent 
d'oii 
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«Il Tiloiaft dan^ias dkitiïD'preçB^ierès décima W. On trouve 
par la mèmfii f^mn , 

i\xk o^|00op2 =: 3 sin of,OOQpI, 

sin of^oopo^ = ^ sin o^^ooQOi , 

. ^m o«,oooq4 = 4 ^i^ 0^,00001, 

et ayant soin de calculer en même temps le cosinus et la 
tangente de chacun de ces arcs , on peut suivre cette voie 
tant qae le sinus et la tangente correspondante se con- 
fondent encore dans les douze praniëres décimales. 

Si l'on ne voulait avoir le^ valeurs approchées que jus- 
qu'à la huitième décii^iale^ on pourrait pousser ainsi 
jusqu'à l*arc de 0^,001. 

Pour s'élever ensuite à des arcs plus grands , on se 
servira des équations 

sin ii(^ = 2 sin a cos a, 

pos ^a == CQS a^ — sin a*, 
sia (^ d: 6) = sin a cos.6 liz sin b ços a , 
pos (^ =ti ^) = cos a cos h q= sin a sin^. 

Faisant successivement â=o9,ooi , a=o^, 002; etc., dans 
les deux premières ^ on en déduira 

sin o'^oo2, cos 0*002, sin o^^oo^ , cos 0^,004, etc. , 

et prenwt episuite a^=o*,ooi , &= 0^,002, «=0^,002, 
/?=;:o»,po3 , etc. , on phtiendra, par le moyen des deux 
der^ièfiçs, 

sînof^ooS, co8o9^oo3, sin o*,oo5, co8 0*,ço5, etc. 

Cet exposé suffît pour faire concevoir comment on a 
pu former les tables trigonométriques. U existe d'ailleurs 
des inétho^es plus ei^péditives pour calculer les sinus 
des angle» quelconques, par le moyen de séries couver- 
gestes qui se déduisent des équations du numéro 11. 

2, . 
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On les trouvera dans les deux Traités que j'ai publiés 
sur le Calcul différentiel et le Calcul intégral. 

21. Pour faciliter les calculs , on a substitué depuis 
long-temps aux valeurs des sinus ^ cosinus^ tangentes 
et cotangentes ; leurs logarithmes ; et dans la plupart 
des tables, on ne trouve plus que qes derniers, en sorte 
que, par leur moyen, on résout toujours l'une ou l'autre ' 
de ces questions : 

1®. Un arc étant donné ^ trouper le logarithme de son 
sinus ^ ou de son cosinus j ou de sa tangente, ou de sa 
cotangente j 

2®. Connaissant le logarithme du sinus, ou du cosi- 
nus, ou de la tangente, ou de la cotangente dfun arc, 
trouper cet arc, 

La solution de ces questions tient à la disposition des 
tables, disposition qui n'est pas la même dans toutes, et 
qui se trouve toujours expliquée en tète de cbacune 
d'elles ; c'est pourquoi je n'en parlerai point ici. Je me 
bornerai à indiquer les tables de Callet comme les meil^ 
leures relativement à l'ancienne division, et celles de 
Borda, ou .celles de MM. Hobert et Ideler, par rapport 

à la nouvelle. 

Les tables trigonométriques nNembrassent que l'éten- 
due du quart de cercle ; mais elles donnent malgré cela 
les sinus et les cosinus , les tangentes et les cotangentes , 
pour tous les arcs, quelque grands qu'ils soient, ainsi 
que je vais le faire voir en examinant la marche des 
lignes trigonométriques par rapport aux divers degrés 
de grandeur par lesquels peut passer un arc de cercle. 

22. Pour bien comprendre ce qui va suivre, il faut se 
pénétrer d'avance de la continuité qui règne toujours 
entre les différens résultats qu'on déduit d'une même 
expression algébrique , ou d'une même construction géo- 
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métrique, et qui consiste en ce que chaque yaleur que 
prend l'expression dont il s'agit est toujours précédée 
ou suivie de valeurs qui diffèrent aussi peu qu'on voudra 
de la première y et en ce que, dans quelque partie que ce 
s.oit d'une ligne , on peut toujours concevoir deux pointa 
qui soient aussi voisins l'un de Fautr&qu'on voudra. 

Gela posé, si Pon conçoit que le rayon CMjfig. lo, Fig. lo. 
d'abord couché sur ^C, tourne autour du point C, comme 
sur une charnière, ce rayon formera successivement, 
avec AC^ tous les angles possibles ; et le point i|f , situé à 
son extrémité , passera sur tous les points de la circon- 
férence du^ cercle AB^tB^Aj ou, ce qui est la même 
chose, la décrira. En suivant avec attention le mouve- 
ment que jeviens d'indiquer, on voit d'abord qu'au point 
A, oh, l'arc est nul,, le sinus est nul aussi , et le cosinus ne 
diffère pas du rayon AC. Lorsque ler^on CM^est dé* 
taché de AC, le sinus PM augmente à mesure que le 
point M, que j'appellerai désormais le point décripant^ . 
s'avance vers B-y et quand il y est parvenu, PiKf devient 
égal à CB , ou au rayon. Dans les mêmes circonstances, 
le cosinus CP diminue sans cesse, et devient nul lorsque 
le point ilf est en^; l'angle ACB est alors droit, et l'arc 
AB'^^TT, Le point M continuant son mouvement au-«- 
delà du point i?, le sinus décroît, et le cosinus., qui 
tombe maintenant sur le diamètre A A' y d'un côté du 
point (7, opposé à celui oit il était avant le point ^, aug- 
mente. C'est ce que prouve la seule inspection de la £•«- 
gure : PM\ sinus de ABM! ^ est moindre que CBy sîhus 
de AB^ et CP', cosinus du premier de ces arcs, surpasse 
le cosinus du second , qui est nul. 

Lorsque le point iW'ést parvenu en A' le sinus est nul 
comme au point A^ et le cosinus est encore une fois égal, 
au rayon. Au point A\ l'arc ABA' est <%al à la demi* 
circonférence, ou à ît ; l'angle ACM a atteint s» plus 
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« 

gmfide lEiDÎte, mais rien ne s'oppose à ce que le tdjon 
Cil/et le point déci*îi^nt ne cobtinuetit leur moutemettt , 
en paftaant au-dessous du diamètre j4A'. Le riuus > qcii de- 
tient atew P'^M"^ tembe aussi âu- dessous du diatitëtre , , 
et augmeute à nieisut^e que le poîut M" s'approche de É' , 
tandis que le cOsîiruS CP" diItlinu<^ Au point B^^oh l'arc 
ABAff est les \ de là circottfé^ence, ou \^s l'ûtt fcst 
^1 au rajon CÈ^ et l'auilre èist nâl. Enfin ^ depuis & 
jusqu'eu A , le sinus P^M^y toUjoUiHs aù-dëssous de A A! , 
diminue sans cscsse, et le èosînUs CP^, qui se tk'ouVe alors 
du Uijfttbë côté ôi il était dahs le preihier qtiati dé fcercle 
AB , augmente et , en -^, devîeAt égal au Hyx^tt. 

Ott TOit (BU même tenips que *i les &ircÀ A'M\ A' M" , 
AM" étaient égaux à Vdict AMi, tes Amn et leâ continus 
des arfei ABMty AAM\ AffM', né difët-ei^aîent dès 
siuu's et des cosinUs (Aé l'are AM, que par leur posîti^b. 
Retenu au point A^ te point décritâut a achevé une 
révolutioh, Uiaîs îl eu peut recommencer Vme aUtrfe ; et 
cfonsidérant tôVIfours coinme un seul arc la totalité du 
efaettiin pii)'coul*u pat* ce p6iut , depuis le comineutee- 
ment dii mouVemen^t , il èb résulték*à des arcs plus gtàud^ 
que là drconférénée , et qui auront les méiUes sinus ^ 
cOsinuiSy tangentes, cotangentes^ que ceux qui ont été 
décrite dans là première révolution. Ces considérations 
mènent A des conséquents très îtopoï'tïihtes pour l'ana- 
lyse , et que j'ai développées dàni mes Traités de Calcul 
différentiel et de Calcnl intégral. 

23. Il faut cherciier maintenant comment les expres- 
sions algébriques des sinus et des cosinus répondent aux 
diverses circonstances que je viens d'exposer. Pour cela ^ 
on fait d'abord a^^'^r^ dans les équations 

»m (odLb) z=z gin a coi h±:Mn b eus a) , . 

cos (azhb) = ààà a cos ^ipsin a sin èi ^ 
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et oiMerTant que sin <{• r = i ^ et que cos jim o y on 
trouve 

sîu (i« dbi) =: cod ô, 
cos (ïîr±:ô)== qisinft, 

expressions dans lesquelles on doit remarquer deux 
choses, savoir > leur valeur absolue , et le , signe dont 
elle est affectée. 

Cette valeur se vérifie sur la figure ; car AB éUnt 
i^r, si l'on prend l'arc BM! pour by l'arc ^M^ s«r4 
•jsr + ij mais P' M' étant le sinus de A'M aussi bien 
quede^ilf^, sera le connus de BM'oa de b , tandis que 
CP^ en sera le sinus. 

. Quant au signe — qui affecte cos (î^r-f-é), il en 
résulte, que «i l'on ref^arde comme positiis le sinus et Je 
cosinus d'un arc moindre que le quart de la ctrconie- 
rfioce» le cosinus d'un arc plus grand sera négatif , 
tandis que son sinu» sera positif. Si l'on faitaussi ^=^'7, 
QU aurasîn $r=:o, cos ^r =r — i, 

. Supposant ensuite que , dans les équations (A) , 
a=9, on obtiendra) cl'aprës ce qui préoëdc; 

sîn (flp rh 6) =t qp sln i, * 

côs (îT di 6) t=: — cos è. 

La valeur absolue de ces formules peut se vérifier aussi 
laçil^ment que celle des précédentes ^ leuif signe montre 
<q«e tout arc compris entre t et | «r a son sinus et sob 
cosinus négatifs; et lorsque 6=r^9r, on trouve 

sinl^-ss — I, cos |5r=o. 

Enfin quand asez^w^ les équations (A,) «e déduisent, 
«n vetttt des -valeurs précédentes, à 

sin(iîr±:i)= — cosè, 
cos (^«-it ^) == ±: sin è. 
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et il s'ensuit que tout arc compris entre f^r et t^ ou ssr^ 

a «on cosinus positif et son sinus négatif. 
En récapitulant ces résultats , on Terra , 
1^ Que depuis le point A jusqu'au point A'I où l'arc 

ABj( =7r, les sinus sont positifs ; 

2*». Que depuis le point A' jusqu'au point A, où l'arc 

ABA'B'A r= 2îr, c'est-à-dire de jt jusqu'à 29r, les sinus 

sont négatifs ; 

3^ Que depuis le point A jusqu'au point B^ où l'arc 
AB:=i\*7r^ les cosinus sont positifs; 

4"- Que depuis le point B jusqu'au point ÏÏ ^ où l'arc 
^^-^'5' = lîT, c'est-à-dire de ^jr, à l^r, les cosinus sont 
négatifs ; 

5**. Enfin, que depuis le point B' jusqu'au point A^ où 
l'arc ABA'B'A:=^i^^ c'est-à-dire de fw à a sr, les cosi- 
nus sont positifs^ 

Et l'on remarquera sans peine que les sinus eliangent 
de signe lorsqu'ils passent au-dessous du diamètre Ajf , 
et les cosinus, lorsqu'ils passent d'un côté à l'autre du 
point 6\ ou qu'ils tombent en-deçà ou au-delà du dia- 
mètre BÏÏ^ perpendiculaire au premier. 

Avec ces attentions, on étendra les formules du 
n** 1 1 à toutes les grandeurs possibles des arcs AM et 
Fig. 4. MN ,fig, ÎJj et lés valeurs conclues de ces formules s'ai>- 
corderont avec celles qu'on déduirait de la construc- 
tion et des raisonnemens du n** cité, si on les appliquait 
immédiatement aux arcs proposés , exercice qui peut 
être utile au lecteur (*). 



{*) Il m'a paru suflisant ici de considérer la correspondance des 
signes des lignes'trîgonome'triqHes avec lenr position, comme un fait 
d'observation ; mais on trouvera au commencement de Papplicatiom 
de^TAlgèbre à la Géométrie, la théorie de cette correspondance et 
la preuve ^ue toute ligne afièctëe du signe — doit être prise dans v^x\ 
sens opposé à celui qu'on lui donne quand elle a le signe +• 
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24- £n suivant le cours des tangentes , on trouvera 
qu'elles augmentent sans cesse depuis le point A,fig. lo , Fig lo. 
jusqu'au point By où l'arc AM est devenu égal à ^ v. A ce 
point la sécante CNj se confondant avec CB^ est pagral- 
lële à la tangente u^iV, et ne la rencontre par conséquent 
plus y en sorte que Tare AB n'a points à proprement 
, parler^ de tangente trigonométrîque. On dit cependant 
que sa tangente est infinie; maîsi par cette expression, 
il faut entendre quen prenant le point M aussi près du 
point B qu'il sera nécessaire , on trpuvera une tangente 
AN" plus grande quie telle quantité qu'on voudra. jC'est 

aussi ce que prouve l'équation tang a= , qui donne 

pour tang a une valeur d'autant plus grande , que cos a 
est plus petit , et qu'on approche davantage du point B. 
Lorsque a = 0^,50, il vient cos a = sin a^ et par 
conséquent tang o^^ 5o = i ^ ' 

On prouve la même chose par le triangle C AN y fig. 9, Fig: g. 
qui devient isocële dans ce cas , puisque l'angle ACN 
étant égal à la moitié d*uD droit, il en est nécessairement 
de même de l'angle ANC\ la tangente AN est donc 
égale au rayon. 

Quand l'arc AM^fig. 10, est plus grand que ^at, le Fig. 10. 
rayon CM ne rencontre plus la ligne AN au-dessus du 
diamètre, mais au-dessous. La véritable tangente AN 
est égale, ainsi qu'il est £&cile de le voir, kA!n' tangente 
de l'arc A'M\ supplément de AM y mais se trouve 
placée dans un sens opposé. Dans le troisième quart du . 
cercle, la tangiente, qui a été nidle au point ^', repasse 
au-dessus du diamètre A A' y et AN est encore la tan-- 
gente de l'arc AÂM'é Le rayon devenant encore paral- 
lèle à AN y au point B y la tangente est encore infinie à 
ce point) passé lequel elle revient au-dessous du dia- 
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nètre^cti effet, VbtcAB'M"^ pareiemple, aévkleftti** 
ixMBt fioul'^ tangente kâ^. 

2S. Je Tà!s etâmmer maintenant ce qui résulte de 

i> • 1 ri . ^ sin a 
1 expresftiQo al^eonque tan^ a ^±: . 

ÎI est visible que sa Taleur sera positive dans tous les 
caâ o& le sinus et le cosinus seront de même signe, ce 
<Juî à HêU depuis o jusqu'à \7r, et depuis t jusqu'à |w^ 
elle sera par conséquent négative depuis ^«- jus^u^à^» 
ettdepuis l^r jusqu^à'a w; à'oà il suit que, pour les tan- 
gentes comme pour les sinus et les cosinus, leschan- 
gesEiens de signe correspondent aussi aux cbangeâieiM 
de situation. On trouverait de même que les cotan- 
gentes soi^t positives depuis o jusqu'à {tTj depuis ^ 
jusqu^à fîT, et négatives depuis ^v jusqu'à ît, depuis 
!«*• jusqu'à îjiîr. 

26. Dans le calcul on rencontre quelquefois des 
mtca négatifs : leur sinus et leur ôosihtis peuvent aussi se 
déterminer par fes fok^mules du n® tl. L*expréssion de 
sîn (rt-^d) tliangeant de signe quand on y change a en b 
f!ih en a, feit Voir que stn (b — à)==t — sin (a — b): 
ainsi quand a^b j l'arc négatif fc— a a ton sinus rté- 
gatif. 
Fig. 4*- Si l'oii o«3«trttiMit la Bgnre 4^ dans dette hypothèse » 
m prenant jiM-st i ^ MNssr «, et portant ce deiifii^ 
arc fta*dêas<His du point M , pour opérer eoninie il a été 
dit dans le n^ M > l'arc AN' se trott venait aii<-dessous. 
de j^C au l«ea d^étre «n^-dessus : le ftiiMMs i^tf cImib- 
igfis%ki dtec de cQèé> ainsi ique l'«rc> Qoant àh oositi^ , 
il d«laie«rerait du^ laétae éèté*, «(t far left forhsnfèfs oti 
trouve «usai que ees [b **»a\ s:i ooft (à^-^b). 

É^. La proj^ositîonft démontrée dans ie n^ i t à encore 
de tioifilwnettscs conséquences, dont quelques-unes sei^ont 
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nécessaires dans la suite , c'est pourquoi je les pWer^i 
• • • / 

ICI. , 

I». Eb ajoutant entre bUcs lés deux équations 

sîn a cos i + sin 6 cos a 
sin (a + £>)= ■« > 



. , ,. sin a cos 6 — sin 6 cos a 
sm (a — b) = • -^ ' 



on aura' 



, , ,v . / IN asînacosft 
$in(a-f ô) + siii(a — ^) = ' ■ p , 



d'où 



sin a cos è = — sin (a4- 6) H sî«* (a-^b), 

2 2 

2*^. En retranchant là seconde éqùàtîon de la pre- 
mière^ on aura 

' ,. 2 sin icosa 
sm (a+o)»— 8m(a— 0)=*— 5 9 

d'où 

• . R . lî . 

sin 6 cos a = — sin (a -4- i) sin (a — b). 

2 2 

Lorsque az=zbf cette formule et la précédente donnen t 

cosA siii^c::^:— ^ sm sa. 

3**. En ajoutant entre elles les deux équations 

cos a iS08 b — sin a sin b 



cos (a + 6) = 



R : 



cos (a — i)= „ 
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on aura 



cos (a + A) + cos (a'-, i) = 122ifi2li 

R. 



d'oii 



cos a cos * = — co» (a + i) -i cos (a— 6). 

Lorsque a:=:b, cette formule donne 

R , fi' 

cos a' =: — cos 2a + — , 

2 2 

en observant que le cosinus est égal au rayon, lorsque 
l'arc est nul. 

4*** £n retranchant la première équalion de la se- 
conde , il Tiendra 

«^ / L\ r I t^ 2 sîn a sîn b 
cos (a-^ 6)— cos (a + ^) = 5 , 

d'où 

sin a sin A =: — cos (a--^b) cos (a + b). 

Lorsque a==:&, cette formule donne 

sm a" = cos 2a. 

a 2 

5**. Si Ton fait a-^b=:a\a — i= i', on trouvera, 
en fijoutant ces deux équations , 2a = a' + J' , et en 
retranchant la 'seconde de la première , 26 = a' — 6' y 

il suit de là que a = — 31 — , i = ■ "^ . 

2 2 

Mettant ces valeurs de a et de & , dans les expres- 
sions de sin a cos b , sin b cos a, cos a cos 6 , sin a sin 6 y 
obtenues précédemment, on trouvera 
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sin i {a' 4. b') cos \ (a'— b') = — (sin a'+ sîn i') , 
cos lia'+V) sini (a'— 6') = — (sin a'—ûab'), 

C08H«'+*')«>«ï(«'— *')= — (C0S«'+C0S6'), 

sin i (a'+ i') sia i (a— i') = — (cos b' ^ cos « )• 

Divisant la seconde des formules précédentes par la 
première^ on aura . 

cos i {J + h") sin I (g^ — V) _ 
sin i (a' + 6')^ cos i (a' — ô') ~ 

sinHa^>— y) cos j (a^ + &' ) _ »««' — sin y 
cos i (a'— y) * sin i (a' + y) ~ sin a' + sin y 

^, ., sin ^ tane -^ ,^, 
Obserrant ensuite que -j =3 — ~ — (8), et que par 

cos^ K 1 . , 

conséquent -: — . = i ;:: , on obtiendra 

^ sin ^ tang A 

tang ^ {ci ^ y) sin a' ^ sin V 

^^^ ï («' + ^') "~ sin a' + sin y ' 

On conclura de même des deux dernières formules 
rapportées ci-dessus , que 

tang i (a'4- V) tang ^ (a — V) _^ cos b' *- cos a 

R* *^ CQS a' -f- cos y* 

. 6^. En divisaiil l'expression de sin (a ±: b) par celle 
de cos (a±b)y on aura 

sin {aàzb) sin a cos b ± sin b cos a 

cos (a it i) cos a cos 6 qp sin a sin b' 

DA^isaut ensuite le numérateur et le dénominateur de 
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la fraction du secQud membre par oos a co$& , elle . de- 
viendra 

sin a sin b 

2t -" — '\ 

COSrt cos o 

sin ^ sm à 



cos a ' cos h 

et comme en général ^ — r- 3= -, — J-r- (8) , on obtien- 

^ cos ^ /f 

dra par ce moyen 

f tang a_^ tang ^ 
tang(adb&)^ /î '~ -R R (tang a db tang 6) 

li tanga tangfr -fl* zp tang a tang & ' 

. « . / ^ r^ ^* (t^ng « =*= tang b) 
et enfin tang (a ïh è) =^ i., f — ; — ^. 
^ A* qi tang a tang o 

En fie rappelant que èot -^^^i j (9)» on trouvera 

tang ^ 

, . ,. R^ ij'::!: tang a tang 6 

COt la d= b)=2 7 ^L\ =* T-^^ — ler L- y 

^ ' l;ang [a i: o) tang a ±: tang 6 

«. ^ ^* 

cot a ' cot b 



cot a cot 6 
et ei| réduisant , o« perviefit à 

. _. , - cptacotiqi/?* 
• cot 6 ±: cot a 

o Tfx »• t»ng i (g' — V) sipa' — «ni' , 
28. I/éq«ation . ■ ^ i 7 / J >/% == "^ — >-T" ''^-^» , de 

laquelle il résulte que la somme des sinus de deux arcs 
est à leur différence, comme la tangente de la demi^ 



î 
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t^mm0 de €i$$ arcêeêi à ia tangtnie d$ liur demi-^iffi- 
ence^ s'obtient immédiatenusnt par une construction 

géométrique fort élégante. 

A M et AN, Jig, 1 1 , étant les deux arcs a' et b% on Fig. 
aura JlfP=sin a , NQ = sm b'\ menant NC paral- 
lèle an diamètre jiB, prolongeant MP jusqu'en Jf , il 
en résultera 

MR=:MP — NQ=:i sin a' — sin b' , 
M'R=M'P'\' ]\Q — sin a + sin b' . 

Cela fait, si du point C, comme centre, et d'un rayon 
CD, égal è celui du cercle ACB, on décrit un sltcEDG, 
que l'on mène au point D de cet arc une tangente ter- 
minée par les droites CM et CM\ il est -visible que DF 
et DH seront les tangentes de» arcs DE etDG, qui me- 
surent les angles MCN et NCM'-, et comme ces angles 
ont leur sommet à la circonférence du cercle ACB , ils 
auront pour mesure la moitié de 

NM= AM '^AN = a' — y , 
et celle de 

d'où il suit que 

Z)iP= tang i {J— b') , DH-T-- tang i (a' + Vy 

Mais à cause des parallèles Mlf et FH, on aura cette 
proportion 

MR\M'R\\DF\DH, 

sine/— siny tsina'-^sinè' i : tang {{a' — b) : tang {{a-^V) , 
ce qui revient à Inéquation proposée. 

Il serait facile de modifier la construction ci-dessus 
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de manière à en dédnire les dÎTerses équations analogues 
à celle qu'on yient de démontrer. 

29. Gomme on a souvent occasion de faire usage 
des formules auxquelles je suis parvenu précédem- 
ment, je les ai réunies dans le tableau suivant , avec 
d'autres qui s'en déduisent par des procédés faciles à 
imaginer. Les numéros qu'on lit après chaque formule 
marquent les articles où elles ont été trouvées, ou 
desquels on peut les conclure. 



DE TRIGONOMETRIE. 



35 



Tableau des formules trigonométrùfues les 

plus usitées» 



. , _. -. sîn a cos & lîi sm ^ oos a 
«n (a±b) = 1^ ^ : 

cos a cos b qp sin a sin b 
R 



cos (adifr) =s 



(") 



sinacos6=3 Îi2[sin (a + ô) + s!n (a — ^ 



cos a sîn 6 = | i2 
cos a cos 6= ^i2 
sin a sin ô =-*• Jiî 



sin (a + 6) — sin (a — b^ 
cos (a + ^) + cos (a — b 
cos (a 4- ^3 — cos (a — & 



(27) 



sina+8Îi^&= -5- sîni (a + ô) COS5 (a— &) 

sin a — sin 6= -= cos ^(a + i) sîn j(a— i) 

cos a + cos i = -^ cos î (a+ô) cos 5 (a— &) 

cos a — cos 6 = -^ sîn I ( a + ^) s^û 4 (a — ^) 



(a?) 



sin 2a 



2sina cos a 
R 



(11) smia=iV^2R^—2Roosa(i3) 

cosû* — sin a* acosa* — iî' , . 
cos2a= — = ^ (11) 

sin û5* =T -j i2 (iî — cos 2a) (27) 

cos a* = ^R(R + cos 2a) (27) 

«ina*— sinA"=cosi' — cosa'=8in(a+6)sin(a — b) (11, |o) 

cos a* — sin b* = cos («4"^) cos (a— ô) (11, 10) 

-ftsina.Q. ^ R^ Rcosa , . 

*a°8 ûf =-::z:— w i cot a = ;3:;:;:-^ = -::r3-:- (9) 



cos a 



jR 



taDg a 



sin a 



a 



sec a: 



cos a 



-R* 

coséc a := -: — (8) 
sm a ' 



, . , . R sin (a ± ft) R^ (tang a ±: tang b) , . 
tang ra± b) '=z ^ =— ^ z= — ^^ 2 2-/ fof^N 

*^^ ^ cos(a±:i) /2»=ptangatangè ^^^ 



Trigonométrie, 8* édition. 
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Suiiè du TaMeaa deè formules trigonomé&iqueê. 






tang.a4- tang 6 = 

tang a — tang b = 

col a + eut b == 

cota-— cot ft = — 



B!" »in (g 4* b ) 

cos a cos 6 
R* sin (a — é>| 

cos a cos b 

R" sin (a + *)| 

sin a sin 6 
«^ sin (a — b) 



(8, II) 



sin a sin ft 
.^ /^*sîn(a + ^)sin(a — b) 
Uùga'-ta«gft»= cosa'cos^* -^ 

.^ iî*sin(a + ^) sin(tf — i) 

cota»— col 6»= ^. .^' . .^ 

SIM a** sm ^* 

sin a -f- sin i *^"g i (^ ^ ^) 

sin a — sin b tang |(a-*- i) 

sin a 4- sin 6 tang i (a + b) 



(8, II) 



81D a 



cos a + cos 6 
sin a + sin 6 

cos a — cos b 
sin a — sin 6 

cos a + cos £> 
sin a — sine 



R 

cot I (a — i) 



R iî— cos a 

tangi(a— &) 

R 

Qoikia + b) 



tangua 

/i-4-cosa jR 
sin a cot ^ al 



R 



(27) 



cos a — cos b R 

cos a + cos i cot 4 (^ — ^) _^ séc a 4- séc & 

^ '' - '^ ^* séc a — séc 6 

R 



cos a — cos 6 tang i (a+ ï) 

R tane a -^ /o \ 

sm a =£= — • *^ • • , cos a = ■■ .. ■ — ,;.. , ^^ i oj 

V^ ii» 4- tang a» V iî* + 1 ang«* 

R'=. gin 1^ = cos o^= tang ^^= cotï^=rséco^= coséc i* 
=:= 1 séc §' = corde f ^ (aS , 2^ , i8) 
sin a = j corde 2a (i4) 

.sin (i?±:i) =i: +cos^, cos {i^±:A) = rp siniV 

sin (2^ ih è) = rp sin Â, cos (2^ dt i) = — cos ôf * on 

sin (3^ ±: i) = — cos i, cos (3? ±: i) = ±: sin 6/ ^^"^-^ 

sin (4^ ±: A) = ±1 sin i, cos (4^ ±: è) ï±= + cos b\ 
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So. Je T^iis pwrlcr nuântenant de F^pplioattioii des ^ 
tables trigonométpiques a la réçolution des triangles; 
pour laquelle il faut se rappeler que, par le moyen de 
ces taUes, lorsqu'un angle est connu , la valeur de son 
sinus , celle de son cosinus , celle de sa tangente y et celle 
de sa cotangente sont connues aussi , et que ^ récîpro^ 
quement , quand la valeur de l'une de ces lignes est don- 
née > celle de l'arc doit être regardée comme donnée. 

Soit CDEyfig, 12 9 un triangle rectangle en 27; deFig. la. 
l'un des angles aigus Cy on décrit > avec un rayon égal à 
celui des tables, l'arc AMy on abaisse PM perpendicu- 
laire sur ACy enfin on élève la tangente AN y peur for- 
mer les deux triangles des tables y savoir^ CPM qui sera 
celui Aïi sinus et du cosinus , et CAN celui de la tan- 
gente et de la sécante. L'un et l'autre seront semblables 
au triangle proposé ; et en les comparant successivement 
«vec celui-ci , on en tirera 

CM:PMV.CE\DE 1 f R^ysinCv.CElDË 

CMicP:: CE: CD f ^^\ R: oosCiice: cd 
CA : AN y. CD : de om r: tangc :: CD : de 

L'angle E étant complément de Pangle Cy on aura 
cos C=sin E'y les deux premières propositions peuvent 
se réunir dans une seule , et s^énoncer ainsi : Le rayon 
€8ê au sinus de Vundes angles aigus d'un triangle rec 
tangle j comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet 
angle, 

La troisième montre que le rayon est à la tangente 
de l'un des angles aigus d'un triangle rectangle y comme 
le côté de V angle droit ^ adjacent à cet angle aigUj est 
au côté opposé. 

Le rayon étant toujours donné, il suffira de connaître 
deux des trois autres termes de cbacune des proportions 
que je viens d'énoncer , pour trouver celui qui reste. 

3.. 
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Aîmi , par la première on déterminera toujours une de 
ces trois choses : V hypoténuse ^ un côté et un angle 
aigUj lorsqu'on en connaîtra deux. 

Je mets simplement un angle aigu, quoique la pro- 
portion exige que cet angle soit opposé au côté donné 
ou cherché , parce qu'un des angles aigus fait trouver 
l'autre sur-le-champ , et que par conséquent si celui 
qu'on connaît ou qu'on cherche ne remplit pas cette 
condition y on peut efti ployer son complément 

Par la seconde proportion on déterminera toujours 
une de ces trois choses : les deux côtés de r angle droit 
et un angle aigu^ lorsqu'on en connaîtra deux. 

Il suit de là , I®. que, connaissant un côté et un angle 
•d'un triangle rectangle, on peut calculer les deux autres 
côtés; 2°. que, connaissant deux quelconques des c6tés, 
on peut calculer les angles aigus* 

Ces deux cas n>3 comprennent pas celui où l'on a deux 
côtés quelconques d'un triangle , et où l'on cherche le 
troisième; mais ce cas se résout immédiatement par 
la propriété connue du triangle rectangle, qui donne 

CD+ aE= CeI et d'où l'on tire ÇE= VIÔD+DeI 

Si l'on connaissait l'hypoténuse CE, et l'un des côtés 
de l'angle droite DE, par exemple, on aurait 

CD = VcE— DE. 

En observant que aE'^DE=.[CE+ DE){CE—DE) 
et en prenant les logarithmes des deux membres de 

l'équation CD = \/(^CE + DE) (^CE — DE) , on 
trouverait 

ICDzzzilliCE+DE^ + liCE-^DE)]. 

Lorsque l'on construit des formules qui doivent servir 
a des calculs numériques ; il faut toujours lâcher de les 
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préparer de manière qu'on puisse y appliquer les lo- 
garithmes commodément, c'est-à-dire qu'on ne soit 
obligé de passer des logarithmes aux nomlu^es , et de 
repasser de ceux-ci aux premiers, que le moins qu'il 
est possible. £n appliquant les logarithmes à la re^ 
cherche de CD, au moyen de sa première expression ^ 
on verra bien évidemment le but de cette remarque. 

Je terminerai cet exposé des principes qui servent 
à résoudre les triangles rectangles, en observant que les 
deux cas traités en dernier lieu se résolvent aussi par 
les deux proportions rapportées au commencement de 
cet article; car, i^ si, connaissant CD et DE, on 
veut trouver CE, on pourra calculer l'un des angles 
aigus , C, par exemple , par la proportion R l tang C 
:: CD l DE', ayant trouvé} cet angle, on calculera 
l'hypoténuse CE par la proportion /î C sin C II CE 
: DEf dans. laquelle on connaîtra les trois termes Rj 
sin C et DE. 2^. Lorsque l'on connaîtra l'hypoténuse 
CE et l'un des autres côtés, CD, par exempte, on 
calculera Tangle aigu opposé au côté cherché , par la 
proportion R Z sin>£ ou.cos C II CE l CD; puis on 
trouvera le côté DE par la proportion Ri sin C :: CE 
: DE. V 

3 1 . Ce qui vient d'être dit sur les triangles rectangles 
peut se résumer d'une manière commode , en désignant 
leurs angles par A, B ^ C, A étant l'angle droit, et 
nommant a,^ et c les côtés qui sont respectivement op- 
posés à chacun de ces angles, ainsi que le montre la 
-fig. ï3. On aura d'abord, par le premier principe, fig. i3. 

71 : sin C :: a : c, Ri sin B :: a l by 

d'où l'on tirera * 

c sin C b sxtkB 
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» 

Chassant a àt ces deux équations i ce qni se fait en di* 
TÎsant chaque membre de la première par son corres- 
pondant dans la seconde , on trouTcra 

e ^^ sin C ^ 

â"~sîn5' 

• D n \ *'**^ tangC ., 

et comme sm ^= cos C, et que — 7^ = — ^ — , il en 

dosC tx 

résultera r = >p - - , équation qui représente le second 

prihcipe énoncé dans le numéro précédent. 

Enfin y si l'on quarre cliaque membre des dens {hrè- 
miëres équations ^ et qu'on ajoate ehsuite, membre à 
membre ; les équations résultantes^ en obsérrant qiiè 

sîn C» 4- sin J?* == sin C* + cos O === K' (10) , 
on aura 



.• j. 



. Jl suit de là que les deux équations , 

suffisent conjointement avec la relation qui existe, entré 
les angles ^ et C, pour résoudre tous les cas des triâii^ 
^les rectangles. 

Sa. Ijc principe sur lequel est fondée la résolut&n dés 
triangles rectangles , conduit à celle des triangles quiél*- 
ôoiiques. En abaissant de Tangle B du triatigle ABC, 
Fig. i4> fig* i^y une perpendiculaire BD ^ sur le côté AC j 
on formera deux triangles ABD ^ BD'C y vécîdÀx^të^ 
en D; on attra dans le^premier, 

R l%\nA :: AB : BD, 

et dans le second , 

R\s\iiC X BC : BD, 
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ce ^i donnera 

R:x;BD^sinJx4^f RXBPz!^$\nCxBC, 
d'oii il sait 
«n^X^^=sîn CX BC, ou sîn ÀlsinCllBC: ÀB, 

Lorsque la perpendiculaire tombe endehors; PangleO 
n'est pas commun au triangle ABC et au triangle BCD ; 
mais l'angle BCD et Pangle BCAy valant ensemble 
deux angles droits, oiit le même sinus (22). 

La proportion obtenue ci-dessus pent se oonyertir 
en principe général, et s'énoncer ainsi x JDans un 
triangle quelconque j les sinus des angles sont entre eux 
comme Içs côtés opposés à ces angles, 

33. La même proportion*] se démontre aussi de la 
manière suivante , qui paraît plus analogue à l'idée que 
)'ai donnée de la Trigonométrie ^ dans les numéros i et 2. 

Ayant inscrit le triangle ABCJig, i5, dan»un cerclé | Fig. i5. 
si l'on décrit du centre O de ce cercle , et avec un rayon 
Oa, égala celui des tables^ un cercle ahc^ puis qu'on 
joigne par des droites ^b ^ èc et ae , les points oix le» 
rayons ArO^ BO, C O, rencontrent le cercle des tables, on 
formera un triangle abc semblable au triangle proposé* 
et dont les côtés ak, bcet clc , se déduiront des tables. 

La similitude des deux triangles ABC et abc devient 
évidente lorsque l'on remarque que les droites aO, bO 
etcO, étant égales comme rayons d'un même cercle, 
ainsi que les droites AO, BO, CO, les triangles AOBj 
BOC et AOC, ont leurs côtés AO et BO, BO et CO, 
AO et CO , coupés proportionnellement aux points a 
et b , b et Cf a et c , et que par conséquent les droites 
AB eX ab j BC et bc, AC et ac, sont respectivement 
parallèles : on a donc ^ 

AB :BC: AC :: ab : bc : ac, 
ou \\\ab*4^\bc\ \acr 
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Cela posé, les angles du triangle abc y ayant leur 
sommet placé à la circonférence, sont mesurés par la 
moitié de Tare que soutend le côté qui leur est opposé, 
et chacun de ces arcs a évidemment pour sinus la 
moitié de ce même côté (i4) :.donc 

^ a6 = sin c = sin C,. 
•^ &c = sîn a = sin ^ , ' 
^ ac = sin & = sin Bj 
et par conséquent 

AB : BC : AC :: sin C : sin ^ : sin B. 

La comparaison des triangles AOB et aOb montre 
de plus que AB : ab II AO : aOy ou que AB : 2 sio C 
\ l AO laO\ c'est-à-dire c^echaque côté du triangle ABC 
est au double du sinus de V angle qui lui est opposé, 
comme le rayon du cercle circonscrit est à celui des 
tables (*). 

34- En désignant, comme dans le n® 3i , les trois 
angles par A^ By C, et les côtés respectivement opposés 
Fig. 16. à chacun de ces angles, par a,b, c^fig. 16, on aura, 
d'après ce qui précède , les proportions 

sin >^ ; sin^ \\ a \by 
sin y^ ^ sin C :: a ; c, 
sini? \ ÛTkC \\ b \ c, 

desquelles on déduira les équations 

b sin B c sin C c ^^ sin C 

a s\Q.A^ a sïxiA^ b . s\nB' 



{*) On pourrait considérer les lignes ab, bc et ac , comme les sinus 
mêmes de ces an|(les A, B , C, en prenant pour anilé le diamètre 
du cercle abc\ cVst ainsi que M. Camot les a présentées dans Tou- 
vrage intitulé Géométrie de Position, On y trouve, d^apiès cette 
dcfinitioa, une démonstration très simple et très élégante de la pro- 
position da no 1 1 et de ses conséquences les plus importantes. 
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On résoudra immédiatement» par ces proportions» 
un triangle : i^. lorsqu'on y connaîtra deux angles et . 
un côté j puîsqu'alors tous les angles seront donnés , et 
que les côtés cherchés seront nécessairement opposés à 
deux de ces angles; si, par exemple» a est donné» ainsi 
que les angles ^ et C» on retranchera la somme de ces 
angles de deux droits» pour avoir l'angle A y et les.de^ 
premières proportions feront connaître les côtés cher- 
chés & et c : 2^. quand on aura un angle et deux côtés 
dont l'un soit opposé à V angle donnée si c'est» par 
exemple» Fangle A a^ec les côtés a* et 6 » on calculera 
Fangle B p^r la première proportion» et connaissant 
alors deux angles» on retombera dans le cas précédent. 

Il y a deux cas qui» n'étant pas renfermés dans ceux 
que )e ylens d'examiner» semblent échapper à la mé- 
thode : ce sont ceux dans lesquels on connaît deux 
côtés et l'angle compris ^ ou bien les tfvis côtés; je vais 
m'en occuper successivement. 

35. Je suppose d'abord que l'on connaisse les deux 
côtés a , b et l'angle compris C, En mettant les 
équations 

c sin C c sin C 

a sin ^ ' b sinB^ . 
sous la forme 

■ 

a sin C= c siaAj b sin C=:c sin Bj 
pour les ajouter membre à membre» et ensuite les 
retrancher l'une de l'autre » on trouve 

(a-f-è) sin Cz=zc {sin A + sm B) , 
(a — b) sin C= c (sin A -^ sin Bj ; 
divisant le second résultat par le premier, le côté in- 
connu disparait » et l'on a 

w^b sin A -— sin B 

,^_^___^__ .^~v . . 

a + b. sin ^ + sin ^ 
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Mai3 4)^ a vu que 

6mA^mB~Unii {A+B) ^ "^ ^ 

on en oonclnra donc 

a — b tangJC-'— ^) 

IîrTA~tângf(7+5)' 

d'où l'on déduira la proportion 

a + b\a—b V. tangH^ + ^: tangi(^— 5), 
qui s'énonce ainsi : La somme des deux câàés d'um 
triangle est à leur différence j comme la tangente de les 
demi-somme des angles opposés à ces côtés est à la tan- 
gente de leur demi-différence (*). 

Tout est connu dans cette proportion , à l'exception 
de ji'^B'y car si l'on retranche de deux quadrans ]a 
mesure de ]'angle connu C^ le reste sera celle de 

A^B\ prenant par conséquent la valeur de ;j 

tang ^ (-^ — B)^ il Tiendra 

tang i {A—B) = -—^ X taiig \ (^ + B). 

Connaissant alors les angles 

si on les ajoute , on aura 

i(^ + -B)+i(-'— ^) = ^, 
et si l'on retranche le second du premier, il viendra 

i{A+B)-iiA-B) = B; 

(*) On peut aussi arriver à ce r<?8ultat par la proportion 
a ib\l sm Al sinB (3a), 
de laqaeUe on tirs immédiatement 

a-\-h\a — hWsmA'h'^i^B; wk A — «UiBj 
et l'on en conclura , ptnr ie n* 28 , 
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c'est-à-dire flue le plus grand angle s^obtUndra en 
ajoutant la moitié de la somme à la moitié de la diffé- 
rence j^ et le plue petit j en étant la moiHé de la diffé^ 
rence de la moitié de la somme. 

Lorsqu'on aura calculé tous les angles, ontrôuyera 
le troisième côté par le principe du n^ 32. 

36, On peut aussi trouver immédiatement le troisième 
éâté, en abaissant uile perpendiculaire sur l'un des côtés 
donnés^ de l'angle B , par exemple , sur le côté donné 
AC^fig. 14. On aura, par la propriété connue des trian- Fig. i4- 

gles obliquangles, 1b^AC\ ^V a^C X DC, 
le signe supérieur ayant lieu quand la perpendiculaire 
tombe en dedans du triangle, et le signe inférieur 
dans le cas où elle tombe en dehors; de plus, dans 
le triangle rectangle BDC^ on sl i3o) DCz=s BC 
Xsin DBC=iBC>C.cosCy en faisant R=i : on conclura 

delà'7K=I7c+ici--2u^Cx^CXcos C, et par con- 
séquent 

ASz=s\/lc+BC^7iAC.BC,(mCt 

formule qui, suivant la notation établie, revient à 

oss v/a*+è*— aaô cos C, 

et donnera le côté c par le moyen des deux autres a, b 
et de Tangle C. Un seul signe suffit au terme ^db cos C, 
parce que quand l'angle C est obtUs , son cosinus est 
négatif (2$) et cbangepar conséquent le — en +, comme 
l'exige la construction géométrique. 

67. Cette {5rmnïë ùe se prête pas coiùitiodément an 
calcuHogarithmique.', mais comme ou a 

00s aC= 1 — 2sin C* (27) , 
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on aura aussi 

cos C= 1 — 2 (sin y tf)% 

en écrivant j C à la place de C*; et par cette transfor- 
mation on obtiendra 

= ï/(a ~ A)*4- 4a^r (sin i C)». 
Faisant ensuite — -~- \/ab = tang «, il en résultera 

cac (a— ^ K I + tanftet* == , puisque 

, • cos fit "^ ^ 

1 

*^** — T7 "" ■ ^ „ (2Q)' On trouvera facilement 
V I + tang »* ^ ^ 

tang et par la première formule j et lorsqu'on sera par- 

venu à l'ansle ce , on aura par la seconde , c = • 

" * cos « 

38. L'équation c=3^/a* + ^* — 2û6 cos C fait con- 
naître l'angle C, lorsque les trois côtés a , 6, c^ sont 
donnés; car en élevant chacun de ses membres au 
quarré , on en tire 

a* + è* — c* si= nab cos C, 
d'où 

cos C= 1 ; 

mais celte expression étant peu commode pour le cal- 
cul, logarithmique , il faut eu chercher une autre. 

, Si l'on écrit 2(7 pour C, et qu'on mette i^-âsin C* 
à la place de cos 6^(27), 6n aura cette expressidn : 

2 sm cr»= I + — ^^ = ^^^ , 

— g"" — (g — by _ (c + a^b) (c— g4>è) 
"^ 2aà "^ 2aA ' 
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fil par conséquent 

sm c =s ., , 

(o -+• a — &) (o — a + ô) 

2 2 



ai ' 

maïs il est facile de voir que 

2 "~ 2 ' 

c— a + i c + a + i 
2 "" 2 

si donc on fait c + a + ^=y) on aura, en prenant la 
racine quarrée et en remettant ^C aii lieu de C , 

formule qui conduit à la règle suivante : 

Pour trouver un angle d'un triangle ^ lorsque les trois 
côtes sont connus j de la dmni'somme des trois cotés Te^ 
tranchez successii-'ement chacun de ceux qui comprennent 
l'angle cherché; multipliez les deux restes entre eux; 
dipisez!ce produit par celui des côtés qui comprennent 
l'angle cherché^ et prenez la racine quarrée du quotient^ 
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle. ( Fby. , à 
la fin de rOuvrage , la note B.) 

39. La solution de tous les cas des triangles obliquan- 
gles ne dépend , comme on voit , que des trois règles 
énoncées dans les numéros 32, 35, 38, et repose sur 
le principe dont on a tiré la solution des triangles rec- 
tangles dans le numéro 3o : il sera donc facile , avec un 
peu d'attention , de retenir ces irègles ; et le calcul des 
exemples que je vais donner sufiira pour mettre le lec- 
teur en état de les appliquer. . 
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Exemples de la résolution des triangkê rectangles. 

i^. Connaissant dans le triangle rectangle BACj 

l'ig. \Z,jig. i3, l'hypoténase a et un côté c> trouver l'angle 

opposé C à ce côté; et «oit l'hypoténuse a = i S*"'*^",! 78, 

le côté c= 7'",357. On aura (3i), pour déterminer 

sin C^ la proportion 

a : c :: JR : sin c, 

d'oii 

. ^ flXc 

sin C7== , 

a 

et prenant les logarithmes , 

lsinC=JLR + lc — 1a. 
Pour plus de simpUcité, on fait presque toujours le 
rajon égal à l'unité : son logarithme est alors zéro ; 
ceux des sinus sont des compicmens arithmétiques dont 
la théorie est exposée à la fin de mes Élémens d'Algèbre^ 
et leur caractéristique est trop forte de 10 unités, qu'il 
. faut supprimer dans le résultat quand elles s'y trouyent. 
Voici l'opération : 

lc= 17,357 = 0^8667008 

comp. arith. la= comp. arith. L 13^178=. 8^880 i5o5 

> ■ ■ ■ ■ 
somme ou 1 sin C=:. « ••• •^. ..«••, . 9^746851 3 

qui dans ies taUes^ répond à 0^,377 =s Ç, 

' a*. Connaissant Tangle C^ ;s= 0^,5837 ^ l'hypoténase 
^ a = 33'"ja53 , trouver le côté b. On aura (3ij 

m sin S ou cos Ç II a l b^ 



d'-' 



ou 

, a X cos C 
^ = — g— , 



lA = la + 1 cos C— li2 = Ia + Icos Cj 

or, la = 133,253= ., i,52i83o8 

Icos C = lcos o^i5837 = 9,7841210 

somme ou I&s= • i,3o595l8 



J 
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qni répond^ dans les tables, à 20^,^28 ^è, k moins 
» d'un looo* près. 

3'. Connaissant le côtéc=5'",39i, l'angle ^=o»,35o2, 
trouTer le côté b» On aura 

m tang-B :: c : 6, 

d'où 

b- ^ , 

I^ = lc4.1lang5 — Iflj 

or , le = 1 5,391 = 0^7316693 

1 tang ^ = 1 tang ô?,35o2 =3 9,7876265 

somme ou le =• . . . . • • . 0,5192948 

qui répond , dans les tables , à 3'",3o6 = c. 

Sxemplê de la résolution des triangles obliquangles. 

I*'. Connaissant dans le triangle ABC^fig. 16, leFîg. 16. 
côté c y les angles A ci B , trouyer le côté b. 

Soit ^=i^28o5, ^=0^,5879, c = 27«,348; 
l'angle Csera 2^— (^+i5) =2^— 1^,8684= 0^,1 3 16, 
et Ton aura (32) 

sîn C : sîn B II c l by 

d'où 

-, c X sin ^ 

sin C ' 
16=slc + 1 sin J7— 1 sin C; 

or , le =1 27,348^= .f « 14369256 

1 sin i^= 1 sin 0^,6879 = 9»9oi8394 

comp.arith.l sinC=comp.aritb.lftin o^, 1 3 i6cso,687 7 217 

somme ou 16 = 2,0264867 

qui répond, dans les tables , à io6'",289= 6. 

2*. Connaissant dans le triangle ABC les deux côtés 
a, b et l'angle compris C, trouver le troisième côté c. 
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Soît = 28*442, i=i7'",8o3, C=o»,8426-, on 
commencera d'abord par trouver les autres angles. On 
aura (35) 

a-j-b la — b II tang - ' : tang — ^ 



-B (t«'8^^)(''-*) 



2 "a 

d'où 

^8 ~ ^qflï ' 

et 

1 tang —^— = 1 tang — ~ J-l(a — 6) — l(o+A); 

2 2 

or, ^+i5=2'— 0=2^ — 0^,8426= i^,ï574, et 

-—■=0^5787. 

a + è = 28,44^^ + 1 7 ,8o3 = 46,245 , 
a — 6 = 28,44^ "~ 1 7,8o3 = 10^639, 

1 tang = tang 0^,5787 = 0,1084874 

1 (a--- ft) =3 1 10,639 = 1,0269008 

comp.arith. 1(a-|-6) = comp. aritb. 1 46,245=8,3349352 

somme ou log tang = .g,47o3234 

qui répond à 0^,1828. 

Donc — — 1 -^ = u< =0^,7615, 



A+B A—B 

et — — — 

2 2 



= 5 = 0^3959. 1 



Maintenant pour déterminer le côtéc, on aura la 
proportion 

sin BlsxuCllhlcy 



• 
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d*ob 

b X sin C 



8\nn 



! or 



et lc=sl&+ 1 sin C — 1 sin By 

, it = 1 i7,8o3 = * i;25o4932 

1 sin C=\ sin 0^8426=. 9,9865886 

oomp.arith.1slni9=comp,aritli.lsino^,3959=o^234657a 

somme OU ]c=z • •« • .114717389 

qui répond 9 dans les tables^ à 29"',63o œ c. . , 

3®. Connaissant j dans le triangle ABC, les trois côtés 
a, bf Cy trouver l'angle A, ' > '• 

Soit a=29'",o37, b= i8"»,743, c= i3"*,782. 

Suivant le numéro 38, on ajoutera les trois côtés a^ 
b,c, entre eux, ce qui donnera 61,562, et de la moitié 
30,781 on retranchera suècessivement b, c, il viendra 
pour restes i2,o38 et 16,999 ' ^° aur^ ensuite 

1 16,999= 1,2304234 

1 i2,q38 = 1,0805543 

comp. arith. 1 18,743 = • .8,7271609 

oomp. arith. 1 13,782 = • 8,8606878 

somme 19,8988264 

dont la moitié ou 1 sin | A = 9,9494i32 

qui , dans la table , répond à 0^,6987 = ^ ^ : donc 
^=i?,3974. 

40. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne saurait 
comporter le détail des applications dont la Trigono* 
métrie rectiligne est susceptible; je me bornerai à in- 
diquer la solution de trois questions qne l'on peut re- 
garder comme la base de l'art de lever les plans. 
* Voici l'énoncé de la première. 

Etant donnée de grandeur et de positif ^n^ sur un plan, 
une ligne AB , fig, 1 7, dé terminer, par rapport à cette Fig. 17. 

Trigonométrie. 8* édition. 4 
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ligne ^ la position dfun point G ^ situé dans le même plaftj 
ou , ce qui revient au même , trouver Us distances 
AC et BG. 

Pour la résoudre, il faut mesurer la ligne AB ^ qui 
est la base de l'opération , et les angles CAB et CBA 
compris eiitre cette base et les lignes qui en joignent 
les extrémités avec le point inconnu C; les distances 
cliercliées AC et BCy se calculeront alors d'après la 
réglé énoncée dans le n? 34; et lorsqu'on les aura 
trouvées , on construira , au moyen d'une échelle de 
parties égales^ sur les trois côtés donnés , le triangle 
ABC, qui fera connaître la position respective de^ 
trois points A , B et C (*). 

On pourra ensuite^ par la résolution du triangle rec- 
tangle ACPf dans lequel on connaîtra le côté AC et 
Paiigle Cap, trouver la longueur de la perpeiidîcu- 
laire CP, abaissée sur AB , ou de la pliis courte xlis- 
tance du point C à la ligne AB , et la grandeur du seg- 
ment AP. Ces données serviront aussi à marquer la 
position du point C à Pégard dé la ligne AB. On trou- 
verait de même la situation d*un jjoint 1?, qti'on pour^^ 



(*) Je n'insiste point snr Popcration de la mesnre des angles, 
parce que la vue des îhstramens que Ton y emploie en apprend 
plus que tout ce qu^on peut dire à cet égard, et que pour Concevoir 
la possibilité' de cette mesure, il suffit d'imaginer qoe Ton ait place 
sur le point ^, le centre d'un secteur de cercle, dont les rayons 
soient diriges suivant les cÀte's AB et AC'àe Tangle qu'on se pro- 
pose de connaître. Ceux qui voudront se livrer à la pratique de la 
îeve'e des plans , pourront consulter le Traité de Trigonométrie 
de Ga;>noli , Tarticle Levée des plans, dans le Dictionnaire de Ma- 
thématiques de rjÇucyolopedie me'thodique , le Traité d'Arpen*: 
tagede M. Lefèvre, et enfin içs Traités de Géodésie et de Topo- 
graphie de M. Puissant, dans lesquels se trouvent les méthodes les 
plus exactes et les plus propres aux grandes opérations trigono- 
métriques , ainsi qu**aux opérations de détail. 






ni >-} 
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raît apercevoir en même temps de deux quelconques • 
des trois points A y B y C. 

4i. Lorsqu'on a déterminé immédiatement le point 
D par rapport à la ligne AB j en mesurant les angles ^ 

DÂB , DBA , on a tout ce qu'il faut pour connaître 
la distance des points C et D\ car ayant résolu le 
triangle ABDj de même que le triangle ABC, et re- 
tranché ensuite l'angle DAB de l'angle CAB ^ on con- 
naît alors, dans le triangle CAD, les deux côtés AC 
et AD y et l'angle CAD qu'ils comprennent : l'applica- 
tion des règles du n® 35 donne les deux autres angles 
DCA, CD A y et le troisième côté CD ^ qui est la dis- 
tance cliercbée. L'angle DCA donne la position de la 
droite CD \ et en considérant AC comme sécante , la 
comparaison des angles DCA et CAB fait voir quelle 
est l'inclinaison de CD à l'égard de AB. 

£n partant des points C et D ^ e\^ considérant alors 
la droite CD comme une nouvelle base, on pourra dé- 
terminer de nouveaux points , que l'on n'apercevait 
pas des deux premiers, -^ et iî; et continuant ainsi, de 
proche en proche , on fixera la position respective de 
tous les points d'un pays : c^est d'une manière semblable 
qu'a été levée la carte de France , dirigée par Cassini. 

43- La seconde question dont f ai à m'occupér n'est 
que la première rendue plus générale, en supposant 
que le point à déterminer soit situé hors du plan sur 
lequel se trouve la ligne AB, Soient Cyfig, 18, ce point, l'ig. i8, 
et ABO,le plan qui contient la ligne AB : la position 
du point C sera connue , si l'on a celle du pied C de la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan ABC , 
et la longueur de la perpendiculaire CC qui 'marque 
de combiea le point C est élevé au-dessus de C^, qu'on 
nomme sa projection» Dans ce cas , les angles CAB et 

4- 
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CBA rit sont plus ceux qu'on mesure, mais on prerrd 
à leur place les angles CAB et CBA , situés dans le 
plan ABC y passant par les lignes AC et BC y menées 
des points donnés A et B, au point demandé; et pour 
fîxei* la position de ce plan , on mesure en outre l'angle 
DBC que fait la ligne BC avec la ligne BD, perpendi- 
culaire au plan ABC, et par conséquent parallèle à la 
droite ce (*). On résout le triangle ABC covaifiQ dans 
le ri" précédent , puisqu'on y a encore les mêmes don- 
nées; eiisuite, dans le triangle BCC, rectangle en C^, on 
connaît l'hypoténuse JiC et l'angle CBC, qui est la 
différence entre l'angle droit DBO et l'angle mesuré 
DBC : on calcule les côtés CCf et BC Le premier est 
la hauteur du point C au-dessus du plan ABC y et 
sert, conjointement avec le côté AC, à déterminer AU 
^ par le inoyeri du triangle ACC, rectangle en C Cela 
fait, on a les trois côtés du triangle ABC, et le point 
C est par. conséquent donné. 

43. C'est pour plus de simplicité que j'ai supposé la 
ligne AB dans le plan auquel on rapporte les points à 
déterminer; lorsqu'elle ne s'y trouve pas, il faut ob- 
Fig. 19. server de plus l'angle DBA , fig» 19, qu'elle fait dans 
ce cas avec la ligne BD perpendiculaire au plan A^BC , 
sur lequel on veut rapporter -le point C, Cela fait , on 
calcule d'abord , comme ci- dessus , les côtés AC el BC 
du triangle ABC, les côtés CC et BC du triangle 
rectangle BCC ; puis, dans le triangle BAA' , rec^ 
-" ■ ■ • ■ 

{*) Lorsqu''il s^agit des points places sur la surface de la terre, on 
choisit pour le plan ABC un plan horizontal ; les lignes CC ei BD 
sont alors verticales; leur direction est donnée par celle Au. fil" 
à-plorjtb; le plan BCC qui passe par ces lignes est vertical , ets« 
/ trouve déterminé par le point C, .qu^on aperçoit du point B , et 
par la ligne BD, La ligne BC est une ligne horizontale comprise 
dans ce plan. 
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èaogle en A' y où Poni connaît AB^ et Tanglè ABA'\ com- 
plément de l'angle observé DE A, on c^iciAeBA' elAA\ 
: Maintenant, si l'on conçoit AC* parallèle a A^Cy 
il en résultera le triangle -/^£7(7", rectangle en C", clans 
lequel on connaîtra AC, côté calculé du triangle ABC, 
et CC\ difFérence entre les lignes CC et CC" ou AA\ 
calculées précédemment ; on pourra par conséquent cal- 
culer AC" ou A'C. Voilà donc le triangle A'BC dé- 
terminé par ses trois côtés, comme l'est le triangle u^^fiC^ 
dans le n** précédent. 

• 44* En prenant arbitrairement les côtés BC et BA, 
et suivant la marche que je viens de tracer, on peut 
calculer le triangle A^ BC , dans la vue de connaître 
l'angle CBA!, formé par les lignes ^C et BA* qui 
sont, sur le plan A'BC\ les projections des rayons vi- 
suels BC et J5-*d^- menés du point B aux points A et C 

L'angle CfBA^ compris entre ces projections, est 
l'angle QBA réduit j du plan incliué dans lequel U 
se trouve, au plan A'BCf sur lequel on rapporte les 
objets, et qu'on choisit communément horizontal. Je 
donnerai dans la suite (62) une seconde manière de ré- 
duire un angle d'un plan à un autre ; mais le plus sou- 
vent , comme les deux, plans que l'on considère sont peu 
inclinés entre eux , on fait cette réduction par des mé- 
thodes approximatives beaucoup plus courtes : on en a 
même dressé des tables. 

Pour le présent je me bornerai à faire remarquer que 
si. l'on observait aussi au point A^ les angles MAC, JSAB, 
et que l'on réduisît par leur moyen l'angle CAB à 
l'angle CA'B, puis que l'on calciilM jfB, en multi- 
pliant.^/^ par le cosinus de Van^e ABA* om le sinus 
de l'angle DBA , connaissant alor^mmédiatement les 
angles C BA' , CAB et la droite A' B, la détermination 
du point C rentrerait dans ce qui a éîé dit au n® 4*^* 
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La réduction au plan horicontai, n'est pas la senW 
qo'on ait k faire aux angles observés : il arrive rarement 
qu'où puisse se placer aux points remarquables qu'on, 
eboîsit pour sommets des angles , et qui sont ordinaire- 
ment des pointes de clochers, des tours ; il naît de là 
une nouvellç réduction qu'on appelle réduction deà. 
angles au centre de la station. Il £&ut consulter sur ce 
sujet y comme sur toutes les attentions minutieuses 
qu'exigent les grandes opérations trigonométriques, l'ou^ 
vrage de M. Delambre, intitulé Méthodes analytiques 
pour la détermination d'un arc du méridien j et les 
Xraités de M. Puissant , déjà cités. 

4^* ^ troisième question que je dois résoudre ici, a 
pour objet la détermination d'un point par ^obsenfa^ 
tion des angles compris entre les droites menées de ce. 
pointa trois points donnés; et elle se présente comme 
un des moyens les plus commodes pour placer sur un 
plan ou sur une carte > un point qui ne s'y trouve pas. 
marqué. 

Lorsqu'on la considère dans le cas le plus général , 
elle se rapporte à la Géométrie dans l'espace, et j'en 
ai donné la solution graphique dans le Complément des, 
Élémens de Géométrie ; mais quand les trois angles sont 
dans un même plan , il y en a toujours un qui est H 
somme ou la différence des deux autres ^ en. sorte qu'il' 
suffît d'observer ceux* ci pour en conclure le premier ; 
et on peut ramener les autres cas à celui-là , en se ser-y. 
vaut de la réduction des angles au plan horizontal , en*' 
seignée dans le n** 62. 

La soluticm.graphique de ce cas consiste à décrire sur 
Fig. ao. les lignes AB et jiCy fig. 20, qui joignent les trois 
points '^donnés Ay B^ C y deux segmens de cercle ca- 
pables des; angles BDAy CD A y observés au point cher- 
ché J), entre les points -^ et ^, -^ et C^. Les circonfé- 
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renées des oercles se couperont d'abord âu paiat j4 ^ qui 
leur a été rendu commun par la construction , et en-^ 
suite au point D, qui jsera éyid^rament le point de- 
' mandé. 

Je n'entrerai pas dans la discussion des différens 
cas que peut présenter le problème , relativement aux 
diverses situations respectires des points donnés ^ ^ 
By CyQl du point cherjlié l^\ je me bornerai à faire 
remarquer que la somm^ppes angles ob^errés BDA y 
CD A y indique si l'on est placé dans le triangle ABCj 
ou en dehors. Dans le premier cas , elle surpasse deux 
droits $ dans le second, elle est moindre; et si elle était 
précisément égale à deux droits , on serait placé sur la 
ligne BC. Gela est trop facile à prouver pour que je 
m'y arrête. 

Voici une des manières d'appliquer è ce problème le 
calcul trigonométrique. Les données sont les parties du 
triangle BAC, et les angles observés BDA et CD A : je 
ferai en conséquence 

ABz=:ay AC:=:by BDA=A, CDA=fi^ BAC=yy 
et je prendrai pour inconnues 

ABD—x^ ACD = :yy 

parce que ces angles étant trouvés, on en conDaîtra 
deux érec un côté, dans chacun des triangles BAD et 
DAC dont on pourra alors csdculer toutes les parties 
(34). Cela posé, les triangles BAD et 2^^C donneront 

sin BDA : sîn ABD :; AB ; 4D'y * 
sin CD A : sin ACD II AC : AD^ 

. • •• • ^Ti «sinx 

ou sm « : sin d? : : a ; AD = --; , 

sin« 



sin/3: sïnyy.b :AD = ^^- 
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on conclura de là l'équation 

aainx b $my 

gin « sin /S .* 

qui retient à 

asinlismx — isîn«sia^ = o, ' 

Mais, dans le quadrilatère ABDC y on a 
4CD=^djxg\.àTo{tsr-BDA—CDA'-'BAC—ABny 
d'où y = 4 ang]. droits -r ^^fP /8 — y -!- * ; 
faisant pour abréger 

4 angl. droits — « — j3 — y ='/ , 
Jl viendra y^=^ — or , et par conséquent 
a sin ^ sin X — b sin «t (sin ^cos x — cos ^sin at) = o , 
divisant tout par sin x , on obtiendra 

a sin jS — b sin « ( sin i^ —, cos cP ) = o , 

\ sin a? / 

d'où l'on conclura . 

cos 4? ^ a sin iS -4- 6 sin <^ cos ^ 

-; • = COt ar = . ; . ^ : r . 

sin:r t^sin^sm^ 

Si l'on partage cette expression en deux parties, on aura 

asm fi , cos^ 

COt X = -r— : : — r -f- —, . , 

' (ysintfsineT sin d* 

,, , oos^/ a sin /S , \ 

ou bien cot x = -: — A -j—, = + i J, 

sin ^\6 sm « cos d" / 

ou enfin 

♦ i/' a&in^ \ 

cotjp=:cotrfl r— . K+i )• 

\6sin£KCos^ / 

Voilà la question résolu'e , puisque avec l'angle Xy oxk 
a l'angle y. 

Note sur le Nivellement, 

Il eftt utile de remarquer comment , par le moyen du triangle 
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rectangle BAA\jig* 19, on a de'terminé , dans le n** 4^, la haa« Fig. ig^ 
tear A^ da point A au-dessus du point A^ qui lui correspond 
dans le plan A' BO \ parce que si ce dernier est horizionta] , lii 
ligne AA* est alors la différence de niueau entre le point A 
et le même plan, et par conséquent aussi entre le t>oint A et le 
point B, 

li'ope'ration qui fait connaître cette différence est nommée 
nivellement ; elle s'exëcute de plusieurs manières , suivant la na- 
ture des instruraens qu^on y emploie et IVtendue des espaces que 
Ton considère; mais son bat est toujours de ^/étermmer £/e com- 
bien un point est plus élevé ou plus' bas qu'un autre, dans le 
sens vertical^ ou perpendiculairement a la surface terrestre. 
Il existe des traités spéciaux de nivellement , auxqueb je renverrai 
le lecteur ; mais je dois dire ici que depuis qu^on possède y dans le 
cercle répétiteur y un instrument portatif propre & mesurer les 
angles avec la plus grande exactitude , on peut, comme je Pai in* 
diqné no 4^ « trouver immédiatement la différence de niveau de 
deux points, par la mesure de Fangle que fait, avec la verticale pas- 
sant par Tnn de ces points, la droite qui les joint. 

J^ai supposé dans le texte les deux droites BD et A A* paral- 
lèles entre elles'; mais, cette circonstance n'a lieu pour les verti- 
cales que dans un espace assez petit, ^ cause de la convexité de la 
surface terrestre. En la supposant sphériqne , ce qui est à très 
peu près exact, les verticales concourent an centre C , fig. ai» Fig* ai* 
comme le marquent les lignes AC^i BC j la ligne BAf, perpen- 
diculaire h BD , sera seulement tangente au point B de la surface 
terrestre , et la différence de niveau , suivant la définition donnée 
ci-dessus , sera A a et non pas AAf ; c'est-è-dire la diffiîrence entre 
les côtés BC et AC du triangle ABC y dans lequel ou connaît 
le côté AB mesuré, le côté BC égal au rayon moyen de la terre 
et de 6 366 198 mètres, enfin Pangle B compris entre ces côtés, et 
supplément de Tangle observé DBA* Gela posé, si Ton prend 

BCxsa, AC^hy AB-=^Cy 

ou obtiendra (36) 

h = \a* + c* — lac cos B \ 

et comme c est toujours fort petit à Pégard à.e dy\e donne à cette 
expression la forme 

, f . c«— -aaccos^li f , '^e f c tWi 

c 
Faisant ensuite, pour abréger , — 7— cosB= m, puis développant. 
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par la fornanle dn binôme , il viendra 

, f , icm}^ C , cm .c*m' ^ } 

et la lignecherche'e ^a étant ëgalfe à h-^a, je sopposerai h=:a-^^y 
d'où il résultera, après la réduction, 

/= cmr^ i — H eic. 

a 

La quantité m et ses puissances se calculeront Çacilemeiit par les. 
logarithmes, en prenant — := ces ]^, parce qu'alors 

-î — cos B = cos /?'— C08 J?= 1 sin J (-B+ Jî^i sin i (5— JS'). 

Quand Pangle B est droit , la ligne BA se confond avec Bjf y 
et si Ton considère alors le point «% intersection de BA' et du 
rayon ACy on a c = jB^t', et ^ devient «ut% c'esl-à^ire la distance 
entre le point «,' pris sur la tangente et le point « qui lui cor- 
respond snr la surface terrestre, ou la différence entre (e ni- 

' veau apparent et te niueau réel. Dans ce cas m ^ **• ; ainsi 

ce qui fait connaître la quantité dont la snrface terrestre s'abaisse 
au-dessous de sa tangente , à une distance c du poiht de contact. 

Le plus souTent on rapporte d'abord le point A en A', sur la 
tangente BA*, puis, à cause de la petitesse de l'angle C, on re- 
garde les droites A A' et Attf comme se confondant, et on prend 
pour AtL la somme des droites A A' et Aof. 

On peut se passer de mesurer la distance AB, pourvu qu'on 
observe l'angle EAB en même temps que l'an|^ DBA. On con- 
naît alors , dans le triangle ABC, les deux angles BetAf sup- 
plémens des angles observés , et l'on a (35) 

& — g __ tang|(^ — i?) 
b-ha tangi(-4-f-i^)* 

Faisant , pour abréger, — . ; ^ T nx = w* et ^ =? n -#- «T, on 

tangl(^-hB) 

Uouve 

<r • . 2am 

=sm, ou /=; 



2a^&^ ' I — m' 
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ojr =: I -h m -h m* + etc. Œlém, d'Aleèb», a35) : 

donc ^f= aai» < i -H /» -f- m» -f- eic. > , 

séné très çonvei^etiCe qaand les angles A ei B approchent d^étre 
droits. Le premier terme dam suffira lé plus souvent. 

Quand on opère avec exactitude, il faut corriger les angles 
EAB et DBA de la réfraction que les rayons de lumière éprou- 
vent en travei^sant Fair^ de ^^nsqu^enj?; mais j'ai princi paie- 
ment rapporte les deux questions précédentes pour servir d'exemple 
de Papplication des séries à la résolution approchée de certains cas. 
4es tmnglet. 
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« 

CHAPITRE IL 

De la Trigonométrie sphérique. 

46. Les triangles sphériques que l'on calcule ordi^ 
naireiiienty sont ceux que forment, sur la surface de 
la sphère , trois grands cercles qui se coupent deux à., 
deux. Un tel triangle détermine .toujours un angle 
triëdre ; et réciproquement, d'un pareil angle on déduit 
Fig. aa. aussi uu*triaugle sphérique. En effet, soit ABC^fi^, 22, 
un triangle sphérique quelconque , et que l'on ait mené 
de chacun de ses angles^ au centre de la sphère dont il 
fait partie,, les rayons AS y BS, CS; les plans ABS, 
A es y BCS, seront ceux des grands cercles sur les- 
quels sont pris les arcs AB,ACy BC, côtés du triangle 
proposé , et ces arcs mesurent les angles rectil ignés com- 
pris sur chacune des faces de l'angle trîèdre S ABC y 
entre ses arêtes SA ^ SB y SA et SCy SB et SC, L'in- 
clinaison de deux plans se mesure , comme on sait , par 
l'angle rectil igné que forment deux droites menées dans 
chacun de ces plans, par un même point de leur com- 
mune section^ perpendiculairement à cette ligne : il suit 
de là que si , par le point A y on tire les droites AI et AKy 
perpendiculaires l'une et l'autre à AS, mais la première 
dans le plan ACS et la seconde dans le plan ABSy 
l'angle rectiligne IAK mesurera l'inclinaison de ces deux 
plans. 11 est d'ailleurs aisé de voir que la ligne AI sera 
tangente à l'arc ACyCt que AK sera tangente à l'arc 
AB y et comme on prend pour l'angle que forment deux, 
lignes courbes, celui que comprennent les tangentes me-. 
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4ices au poiot où elles se rencontrent , l'angle IAK sera 
-donc aussi. la mesure de l'angle fait par les arcs AC et 
■AB. lien serait de même de chacun des deux autres 
angles du triangle; les inclinaisons des faces de l'angle 
triëdrc S ABC ont donc la même mesure que l'aiigle 
correspondant du triangle spbérique ABC, Le triangle 
sphérique et l'angle trièdre sont composés par consé- 
quent de six. parties qui se correspondent y savoir : les 
trois côtés du triangle qui répondent aux angles des 
arêtes de l'angle triëdre , et les trois angles du triangle 
qui répondent aux inclinaisons réciproques des faces 
de l'angle trièdre. 

Euler, qui s'est occupé à plusieurs reprises de la Tri- 
gonométrie sphérique , pour la présenter sous des points 
de vue nouveaux , a donné, en 1779 > un Mémoire que 
l'on peut regarder comme un traité complet de cette 
branche de Mathématiques. Sa forme > entièrement ana- 
lytique , m'a engagé à le présenter à mes lecteurs, en y 
faisant les changemens nécessaires pour ne Tappujer 
que sur un seul principe ^ et simplifier quelques ré- 
sultats o. 

47* Tout ce que j'ai à dire sur les triangles sphéri* 
ques repose uniquement sur la construction suivante , 
qu'il est par conséquent important de bien saisir. 

De l'angle C du triangle ABC y on abaisse une per- 
pendiculaire CD sur le plan A SB du côté BA oppd^c à 
cet angle; du point D on mène les lignes DE , DF, res- 
pectivement perpendiculaires sur SA et SB ; on tire 



(*) Acta Académies Scientiarum Petropolitanœ, anno 1779, 
pars prior; voyez aussi le Déueloppement de la partie élément 
taire des Mathématiques , par Bertrand. Genève ^ 1778. (T. II, 
page 576) et le Traite que M. J. L. Hestermaon a publié à Vienne 
en i8ao, sous le litre de Trigonometriœ sphericœ leges et for^ 
mulœ methodo merè analytica demonstratœ. 
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les lignes CE et CF^ qfui seront de même perpendîcu<- 
laires aax lignes SA et SB {Gèomét. 20a). Il suit de 
U que les angles CEI} et CFD mesurent les incli- 
naisons des plans ACS et BCS, sur le plan ABS, ou , ce 
qui est la même chose, donnent la valeur des angles ^ et 
B du triangle sphérique ABC. Je désignerai doréna- 
vant les ailles de ces triangles par la lettre placée à 
leur sommet, et les côtés qui leur sont opposés , par une 
lettre semblable , mais prise dans le petit alphabet ; ici , 
comme dans le numéro 3i, le côté BC opposé \ l'angle 
A y sera nommé a , et ainsi des autrefs. Le rayon AC Aè 
la spbëre étant supposé égal à l'unité comme celui des 
tables y on aura alors 

CE = sîn CA = sîn h^ SE = cos CA = cos 5, 
Ci^ = sin CB =sîn a, SF'=: cos CB -=. cosa. 

Dans le triangle rectiligne CDE , rectangle -en Z>^ et 
dont l'angle CED = -^ , on trouvera 

CD — CE sin CED = sin h sin A^ 
DE — CE cos CED = sin b ces A. 

Par le triangle rectiligne CDF pareillement rectangle 
eaD^et dont l'angle CFD = ^, on obtiendra 

CD -= CFs'in CFD = sin a sin B, 
DF = CFcos CFD — sîn a cos B. 

Les deux expressions de la ligne CD, étant égalées 
entre elles, donnent d'abord 

sin 6 sin ^ = sin a sin ^ (A) , 

résultat qui est, par rapport aux triangles sphériques, 
l'analogue de celui du numéro Ssu 

Il est évident, qu'on doit avoir de même les deux 
équations suivantes : 

sin c sîn -^ = sin a sîn C, 
-^^ sin c sin i5 = sin 6 sin C. 
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Maintenant, par ie point Ey je mène EG perpeiidi* 
tîulaire sur SB, et par le point Dy je tire DU parallèle 
à SB ; je forme de cette manière un triangle rectangle 
HDEy dans lequel I^ED =1: ASB y puisque les angles 
SED et SGE étant droits par construction, HED et 
ASB ou ES G y sont complémens du même angle GES, 
De la résolution du triangle HDE, on déduira par con* 
séquent 

HD =: BE sin BEH =DE sîn c = cos A sin ô sîn c j 

mais SF:=:cosa = SG+GF = SG+HDy et i^G 
= SE cos JSiSG = cos b cos c : on aU|ra donc 

cos a = cos h cos c + cos A sin i sin c, 

équation qui exprime une relation entre le côté a, les 
deux autres côtés Z> , c et l'angle qu'ils comprennent. 
Il est éyident qu'en considérant en particuHer chacun 
de ce^ derniers, on trouyera de même deux équations 
semblables à la précédente; et l'on formera de cette 
manière, entre les six parties du triangle ABC y les trois 
équations 

cos a = oos b cos c -f- cos A sin b sin c\ 

cos b = cos a cos c -f» cos 5 sin a sin e > . . . (B). (*) 

cos c = cos a cos b + cos C sin a s\nb\ 

48. Ces trois équations renferment implicitement les 
équations (A). Pour s'en convaincre, il suffit de prendre 



(*) Ces éqaations sont par rapport aaz triangles spheriques, ce 
que sont par rapport aux triangles rectilignes les équations dont 
fait partie celle du n** 3(>, qui expriment la relation d'un côte' avec 
les deux autres et Pangle qu^ils comprennent, équations qui sont 
reprises et simplifie'es dans le vfi 100. On trouvera dans la note C, 
à la fin du lÎTre , une autre manière d'obtenir cette relation. 



j 
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les valeurs qu'elles donnent pour cos A^ cos B^ cos C^ 
et de les substituer dans les équations 

sin ^* = I — cos A^^ 

sin jfi* = I — cos B^j 

sin C** = I -— cos C*. 

Orv, trouve, par la première de celles-ci, 

-. cos a* — 2 cos a cos b cos c + cos b^ cos c* 

sin -^'rz: I . , , . — i- 

siao sine* 

smb^ sine* — cos a** + 2 cos acos b cos c — cosi'* cosc* 

sin 6* sin c* 

{^ I — cosi*){ 1 —cosc*) — cos^^cosc*— >cosa*+acosgcos &fcosc 

sin 6* sin c* 
— - '*^ cos 0**^0 08 è* —cos c*+ 2 cosa cos ^ cos c 

sin 6* sin c* 

multipliant les deux termes de cette fraction par sin a*, 
et prenant ensuite la racine quarrée ^ on obtiendra - 

j . l/i-— cosa* — cosô'— cosc*+2co8acosicosc 

sm -rf sîsmaX : — — . , . . 

sm a sm b sm c 

Si, pour abréger, on représente par M la quantité qui 
multiplie sin a dans le second membre de cette équation , 
on aura sin A = ikf sin a : 

on trouvera de même 

8in B ziz M sin b y sin C=sM sinc] 

et par l'élimination de M, on retombera sur les équa- 
tions (A) .'Il est à propos de remarquer que les trois côtés 
a, bfC, entrent tous de la même manière dans l'expres- 
sion de M, car c'est pour cela qu'elle est commune aux 
valeurs des sinus de cbacun des angles (*) 

(*) En désignant par iVle numérateur de la quantité M, par y, 
fit A, trois arêtes contiguéfs d^un tétraèdre quelconque, et par a. 
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Les équations (6) sa£Sront donc pour résoudre un 
triangle sphérique quelconque, lorsqu'on connaîtra trois 
de ses parties , en observant que le sinus et le cosinus ne 
doivent être regardés que comme une seule inconnue , 
puisqu'on peut toujours exprimer l'un par l'autre; mais 
pour appliquer plus facilement ces équations, aux dilFé- 
rens cas qui peuvent se présenter, on leur fait subir 
quelques transformations que je vais exposer. 

49. On peut y changer les angles dans les côtés qui 
leur sont opposés , et réciproquement, en observant de 
donner le signe — aux cosinus. Pour le prouver, il faut 
éliminer cos a des deux dernières , au moyen de la pre- 
mière; on trouvera 

cos &^scos h cosc*-f-cos^sin h sinccosc-|-oosi^sina sino^ 
cos fc=cos ô* cos o-f-cos A sîn h sin t cosfr -f*oo8 C sîn a sîn A . 

! En substituant dans ces résultats i — r sîn c^ à cos c^, 

I —sîn ô* à cos &% ils ce réduisent; ïe premier devient 
divisible par sin c , le second par sin î, et ils peuvent 

I ensuite s'écrire ainsi : 

cos ^ sîn a = cos b sin c «^ cos A sîn h cos c\ .^ 

cos Csîn <t =sîn6 co8c~cos ^cosôsînc J * " ^ 

' ... ■ " . 

Si l'on multiplie la deuxième de ces équations par 
cosAf qu'on l'ajoute à la première, et que l'on substi- 
tue ï — sin A^ au lieu de cos A*, on obtiendra 

sin a (cos B -f- cos A cos C)= sîn A* cos b sîn c; 

— — — ■ ' ■ 

h, Cy les trois angles qu'elles forment, il résulte d'an Mét&oîre 
d'Enler, qne le volume de ce tétraèdre est égal ^i^fiyXjJV, et 
que ; JV revient à 

V^siny(a-H6+c)8inf (fl-f-ô— c)8in|(fl-f.c — b)ûn\{b'^C'—a), 
Dans le tétraèdre S ABC y Aa^ss^ssi • son volume est donc 
égal à JiV. (Voyez les JVotfi Commentarii Acad, PetropolitanoBy 
T. IV, pag. 160, et le 6* cahier du Journal de VÉcole Poly-" 
technique f pag. a^a.) 
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ttdaîs tl 9a1tdes éqaattmi8(A)yqtterii| e $in Assmx<i m C; 
fkisaM là substitution dé oefUe Talevr dans le asecond 
tnetttbre de l^Bq!lAticm ei-desattê, elle denéûdra diTÎ*- 
«iUe par sin a , et l'on atm 

cos ^ + ces ^ CCS C = C68 6 siti ^ sin C, 
ou j ce qui est la même choses 

cos B'zzz'-'^ ces A cos C -f- cos b sin u4f sin C. 

En comparant ce résultat aTec. les équations (B) , on 
Yoit qu'il 60 déduirait immédiatement de la seconde , 
en changeant les grandes lettres en petites y et récipro- 
quement^ et en affectant tous les cosinns du signe — « 
En effet > en opérant ainsi y il yient 

*-*oos^ = cos^cos C— cos&sin^sin C, 

équation qui rentre dans la précédente lorsqu'on ^i 
change tous les signes. 

La relation qu'a l'angle B ayec les deux angles A^Cy 
et le côté h qu'ils interceptent, existe nécessairement 
dans chacune des combinaisons semblables d'angles et 
de côtés : on a donc en même temps les trois équations 

oos u/ = «^ cos B cos C -f» cos a sin B sin C 1 

cos B zr!"^ cos u^ cos C + cos 6 sin^sin C / • . • . (B'). 

fcos C == — cos AcosB -^ cos c sin ^ sin ^ ) 

5o. Il faut remarquer qu'en prenant les cosinus né* 
gatiyementi on passe des arcs a, bj c, et des angles A^B^ C 
à leurs snpplémens, puisque — cos A = cos (2^ — A)^ 
— cos a =cos (2^ — a) j et ainsi des autres (23). Si l'on 
substitue ces yaleurs dans les équations ci-dessuB^ en 
faisant , pour abréger ,2^ — A= A\ 2^ — a'rs a\ eta, 
elles prennent la larme 

<50s ^' ±i: cos ^y cos îC -f" cos a' sin /f sin C 
cos ff = cos A cos C + cos V sin A! \ 
cos C = cos A' coa.B' -|- cosc' sin^' 
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parfaitement seOttUairle iéelie deB-éqùnUoùa (B)^9t Aies 
âpparlléimenit par oonséqueiit « tm tfriaooigki .^hérique 
dôfitlies côtés sont A',B^f <?, et fas am^es 0^\.b\o' (*). 
Un tel triangle a ^nc wi angk^meiinrcft |iar lessupplér 
mena de^ tMB do trîaiiigle ABO^ et se» cété^ meeureiM; 
les siipplémens des angles dn iiiéine triangle; il est di^ir 
gné, dans les litres de Trigcpnométrie, $oni lenomi 4e 
triangle suppUmeMcdrè ; et Pon prouveque ]m: ^onmiats 
de ses angles sont les ^les des eôtés du premifer, et vice 
versdX^). 

5i. Les équatSoXii^ obtenties dans le n* 49> ^^ la dé- 
signation (G) , qui renferment éinq parties du triangle 
qpliérictue ABC, peuveot se transformer en d'autres qui 
a'ea oont&emieiit plus que quatre» Il faut pour cçla sub- 
stituer, au lieu de un a , dans la première , — ^T — vr— . 

^ sku B 

et dans la seconde . — : — 77- (il) > et comme ~^ t± 

sjxi 6 ^^' sin.j^ 

cotpi on ti^uvera a)ors 

. o oasiaiiitf'-^.QOS^&iil^oo^cx 

^ sin & co»t) — cos A eos A sîn ci' * * ' *" ^' 

sm A ^m c j - ^ . 

{*) M. J. Binet m'a fait renfarquer qu'on xend encoivie* éqaa*- 
tioos (J9) et (^) parfaitement s^blables , en substituant à la fois 
dans les unes et dans les autres ,'adt angles du triangle sphériqne, 
leurs snpplémens; car les équations {B) deviena%nt 
cos a = cos h cos c — cos A' sin b mskû, 



I VlK • • • 4 ;4 y 



4t ies équations (j30 

cos ^ CB3 0«S ^ cos C -^ cos d sàB jB' 81^ ^, 
^tC' « • • • 

{^*) La considération de ce triangle donne les limite^ de la somme 
4es angles des triangles sphériques , qui n'est pas constAnte comme 

5.. 
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Il est facile de former^ h rinspection de ces Talenrs i 
toutes celles qui feur sont ^analogues > en y pei?mutant 
les lettres d^unë manière . conyenaible ; mais il importe 
-surtout de remarquer que puisqu'elles sont déduites.des 
équationsi(B)i on y pourra changer de la même manière 
•que dans celles-ci , les côtés en angles, et réciproque- 
ment en affectant les cosinus et les cotangentes du signe 
contraire à celui qu'ils ont , et il viendra 

• cos Bsm C + cos asin iî cos C^ 

C50t b = ■ — D — ' f 

^ sm asiaB \ ^^x 

sin2îcosC + co&acos^^8inC| 

" sin a sîn C j 

5% Les cinq systèmes d'équations (A), (B),^')f (D)» 
ïD'), donnent immédiatement la résolution de tous- les 
cas que peut offrir un triangle spbérique quelconque. Le 
premier exprime la relation qui existe entre les angles 
et les côtés opposés. 

53. On tire du second les formules suivantes : 
cos a = cos b cos c -f- cos A sin b sin c 
cos b = COS' à cos c + cos-i9 -sin a sîn c 
cos =±= cos a cos b -f-cos C sin a sin b 

m • « • r V 

cos tf — cos 6 cos c 

C0S^=3 



oosJ? = 



sinÀsinc 
COS&— *cosacosc 



.. smasmc 
oos c — cos a cos b 

cos C = "" ' :~T 

sma sm b 



celle des angles des triangles rectilignes. En effet, la sommé- des 
angles d'nn triangle sphenqne quelconque et des côtes de^son trUmgle 
supplémei^taire, formant 6 angles droits, si l'on en retranche la 
somme des côtes de celui-ci qui est toujours moindre que ^,àxo\U 
[Géonuy ;»89), il restera plus de s droits, et moins de 6 pour celles 
des angles du premier triangle. 
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dont les trois premières font connaître un côté par le 
moyen de deux autres et de l'angle qu'ils comprennent , 
et dont les .'trois, dernières, dqnnent. les angles par le 
moyen des côtés. 

54. Le troisième système produit, de même que le 
précédent, six formules, qui sont : 

cos ^=— CO8 B cos C + sin B sin C cos a 
omB=z. — cos*^cos.C+ sin-/f sin Ccos 2^ 
cos C= — cos A cos B + sin A sin B case 

cos A -h cos B cos C- 



cos a = 



cos 6 = 



cos C=: 



sin ^ sin c 

cos^^+oos A cos C\ 
sin A sin C 

cos C + cos >^ cos 5 ' 
sin A sin B 



Les trois premières feront trouver un angle, lorsque 
l'on connaîtra les deux autres et le côté qu'ils com- 
prennent; les trois dernières donneront diacun des 
côtés lorsque tous les angles. seront connus» 

55. Le quatrième système, en y faisant toutes les 
permutations possibles, donne les six formules. 

• & jt ^^* ^ ^^^ ^ "^ ^o* ^ ^^^ ^ cos b .' 

COt\i»ti=— — i 7= — » ■ I ■ ■ nu • i d , 

sm C sin a 

.' . ' ' ' 

, -, sin a COS b — cos C oos a sin b 

cot a = . -Vi . , , 

sm C sm b . 

'. . • ■ - ' 

^ \ê cos.a sîn ,c — cos .B sin.a cos. c 

•1 '. sm^ sma 

• ' r i ^ sin a cos c r^ cos ^ cosa sin c 



^ sin b 008 c— -^ eos ^ eos bsinc 
cot C= . ^ . • 

sm A sm c 

[Mff le iD^ett desquelles oa déterminera deux des aog^s 
d'un triangle spbérique» loraqn'oii ççoinaitra le troi- 
sième angle et les «ôtés qui le comprennent. 

56. Le cinquième syvtëme enfin ooadvît aux sis for^ 
muIéssttiTàntes: 

008 ^ sin j& + oos c sin A cos B 

cot a 25 ; . 3 f 



cot 6 = 



cota = 



sin c sin A 

sin A cos B + oos c oos A sin B 
sm c 6inB 

cos -^ sîn C -+• o os 6 sin A cos C 
sin b siaA ' 



sin ^ cos C 4" cos 6 cqs A sin C 

cot fc TTH" I ' • f i i ^ 11 j 1 1 I n I I 1 1 y 

Sin 6 sm C 
^: oos^sinC + ^^i^râ^cosC 

cot &= -z ^-5 , 



sii^ ^ cos C + cos a cos B sm C 

sm a sm 



lin C 



qui serviront à déterminer deux des côtés d'un triangle» 
lorsqu'on connaîtra le troisième et les denx angiles entre 
lesquels il est compris. 

67. Les formules conclues des systèmes {B) , (ff) > 
(2>) et (!>'), (53 — 56), méritent la plus grande at- 
tention f tant par leur él^ance que par la propriété 
qu'elles ont de faire connattre si l'arc ou l'angle qu'elles 
expriment est moindre ou plus grand qu'un quadrant 
ou qu'un angle droit 1 propriété que n'auraient point 
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les expressions des sinus des mèi^es avc8« En effet, 
le sinus d'un arc étant le même qbe celui du supplé- 
ment de cet arc 9 tant par sa valeur que par son signe , 
toutes les fois que l'on ne connaît que le sinus d*un 
arc y il n'est pas possible de sayoir si cet arc doit être 
plus petit ou plils grand qu'un quadrant ; mais lof«« 
qu'on a le cosinus, ou la tangente, ou la cotangente, et 
qu'oïl sait d'ailleurs que cet arc ne peut être égal k 
la demi-circonférence, ce qui est le cas des côtés des 
triangles sphériques et des arc» qui mesurent l^un 
angles, on voit par le signe du résultat, si Tare cher^ 
ché surpasse ou non i^; le cosinus, la tangente et la 
cotangente ont le signe >-^ dans le premier cas, et le 
signe + dans le second. Si donc on a soin de donner 
aux quantités connues qui entrent dans les formules 
rapportées ci-dessus , les signes qui doivent les affecter, 
d'après la valeur des arcs auxquels elles appartiennent,, 
le signe du résultat fera connaître Vespèce du côté ou de 
F angle cherché , c'est-à-dire sHl est plus petit ou plus 
gr and qu'un quadrant , s'il est aigu ou obtus. 

58. Ces mêmes formules stf simplifieat Wuepup 
lorsque le triangle proposé est rectangle, c'^st-à-rdijre 
lorsqu'un de ses angles est droit. En effet, ai Vgn sup» 
pèse que C;^ i^, on aura 

sinCssi, cos C:;=o, 

et il viendra 

cos c 3;=; (pos a <XMS 6 (SI) , 

COS'^COSi^ . «^*./x 

cos ^ S3 sîn ^ cos a 1 .^,^ 

sin a Qsain cm A , sfu h = sin c sin B (47) , 
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"^^^^Mnasini?! I tang * = sm a taog /? 

oobA I 1 

^*^ = sini8in4,^, Itanga = 8m6Ung^ 

- cosocosAI \ , • 

oot c =: : — 7 — I l taDC o = oos ^ taus e 

8in b i I 

. oosaoos^V f n 

cotc = — : ) I tans a= 008^ tans c 

8ina J \ ^ 

et en ne prenaat, parmi ces formules ^ que oelles qui 
difi%rent essentiellement ^ on aura les six qa&Toici: 

oos c = cos a. cos b, 
cos c = cot A cot B , 
sin a =sîn c sîn Aj 
tang a = sin & tang ^ , 
tang a= cos ^ tang c , 
cos ^ = sîn ^ cos a, . 

qai| par les renyersemens dont elles sont susceptibles , 
sufSront pour résoudre les triangles sphériques rectan- 
gles en Cy et dans lesquels le côté c, opposé à l'angle 
droit 9 se nomme hypoténuse ^ aussi bien que dans les 
triangles rectilignes. On obtiendrait des formules ana- 
logues pour le cas où le triangle sphârique proposé ao-** 
rait un de ses côtés égal au quadrant ; mais je ne m'y 
arrêterai pas. 

Sg. Pour pouvoir appliquer commodément les loga« 
ritlunes aux calculs des triangles spbériqnes y il faut 
transformer les formules des n^' 53 et 5^, en d'autres 
dont le numérateur et le dénominateur soient décom*' 
posés en facteurs ; et c'est ce qu'Euler a fait d'une ma- 
nière aussi simple qu'élégante. 

«t%,, . cosa — cosécosc 

i®. De l'expression cos A ==; . ■ , . , 

^ smb sin c 
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comprise parmi celles du n® 53 , -on tire 

. cos (b — c) — cos a , . 

I —COSj4z=: y. /. (il), ; 

sio 6 sm C 
cos a — cos (b + c) 

X + cos A=: : — ;--— , 

sin b sine 

d'oi , à cause de — ; — - — ^ = tane { A^ (57) , il suit 

i«+^cos^ ^ ' 

. ^« cos (i — c) — cos a 

tang i ^* = — ^ St-T-^î 

^" cosa — cos(6+c)' 

mai8C08/><^cos^=s — ^^2sin|(/?+ç) sini(/? — q) (27): 



donc tang ^ -^ = 1/ - . ' 

^ V smJCa 



i(6 — c+û) sin^(6 — c — à) 



+è + c) sin^ (a — b — c) ' 

En opérant ainsi sur les autres expressions du jnéme 
n° 53 , on parviendra à des résultats semblables. 

a®. Prenant dans le n° 54? l'expression 

cos A -)- cos B cos C 

cos a = : — p. . .0 > 

sm ^ sm C 

on en déduit 

cos (5+ C) 4- cos ^ 
sm n sin C 

cos ^+ cos (5 — C) 

I + cos a = . p . ^ ■ » 

sm ^ sm C 

d'où tang 50*=;: rrs — Tjr-j :; ; 

mais CDsp + cos gr n= a cos i{p + qy cos J (p — q) (27) : 

donctangiû=l/ un rJl ^ Ua r A > 

^ V ços^^^^— C-f-^)cosg(o'— C — -^) 
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formule que le nghe**^dâ)iuiiiérat9Ur me rend pas ima- 
ginaire ^ parce que l'arc Jl-^-B'^C, surpassant le qua- 
drant , a un Cosinus négatif {*), 

(*) Euleti pour donner plas d\iiiiformitë ii ses résultats, em-« 
ploie tOQJonrs les tangentes des arcs à de'terminer ; mais on peut, 
dans ce qui précède , arriver un peu plus simplement au sinns. 

!•• On a I — cos A= sin j A^ (27) , et par la formule 

cos p — cos ^ =. — a sin ^ (p -f- ff) «ni (P^-ç)f 
on trouTe 

cos (ft— c)-^co8fl = — a^in^(&-— e-f>a)sini(^'^e — a)} 
ou, en changeant le signe de Tare ^(&— c — à) et de son sinns , 
cos (b — e) — cos ac= 3 sin J (aH-& — «) sin J- (a^C'^k) ; 

mettant ces valeurs dans celle de i — cos j4 , et prenant la racine 
quarréede chaque membre, il -vient 

sin T jtê. — m/ , • 

V sm o sra c 

3^. Si Pou observe de même que , 

I — cos a ss 3 «n 7 a*» 
et que Pexpression d< cos p -f> cos q donne 

cos (^4-0+ cos^ = acosf (54-C-f--r<) cos}(j9 + C— -^), 
on trouvera 

* V sin 2^ sin C 

£n divisant Pexpression 4^ $ÎQ i^ par celle de tang ^A, obser- 
vant que 

sin j(A— c— a)= — sin j(a+c— ^) , sin j(a—b-^c)=z — sin\(b+c-^a), 

et réduisant , on obtient 



sm 



cos 



i ># — i / "^^ i {^-hb-hc) sin {{»H" g -^a) 
" V sin & sin c ' 



formule qui peut être utile quand Pangle A est très près de 4^us 
«Iroits, parce qu'alors -^ A approchant die Vangle duoit, son sinus 
varie peu. (Foyez la note B.) 

En traitant de même les «zpresiîons de sin | a «t de ta^g | ér, on 
ironvera 

^/cotii{A-^S-^C)co^^iA^C'^B) 
>V sm B sm C 



cos 
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3"*. Les expression» du v^ 53 donueat atissi 

eos a — - cos 6 cos c = sin 6 sin c ooft ^9 
cosfr-^cosacosc =s sin a sin c go$ ^î 

et divisant la première de ces équatîoi» par la seconde, 
en observant que, d'après les équations (A) , on a 

sin h sin fi 

siu a ^"sîn Â* 

on trouvera 

cosû— cos fecos c sitt B cos A 

cos h — cos a cos c sîn A 00$ B 

Si Ton ajoute çnsuîte Tunité aux deux membres de 
cette dernière, elle deviendra. v 

cos a — cos h cos c , sin B cos A 

1 -L. -— ^— =1 1 -f- -; — ^j « ; 

cos 6 — cos a cos c siuy«cos/> 

et on la cbaugera facilem^it en 

(cos a+ cos i) (1 — cos c)* sin (-/^+ B) 
cos 6 •— cos a COS e sin ^ cos ^ 

pat la réduction des termes de c))a<{ue membre au même 
dénominateur. 
£n retranchant l'unité an lieu de Fa}outeri on aura 

cos a — cos 6 cos c sin B cos A 

cos b •— cos a cos c sin A ces B 

d'où l'on tirera 

(cosa-*— cosft) (i + OQgc) . „^*"(^'~^) 
oos6— *Oosacos« "^ sin ^ cp« i? * 

Divisant ce résultat par le précédent, il viendra 

cos a — cos b I 4" cos c stn (fi — A) ^ 

CQS4Z -t* cos b 1 — cosc sin (fi + -<0 * 
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et comme 9 d'âpres le tableau de la page 34 9 

cosûf— cosè 1 /L I N X 1 /L > 

j^^qp^j = tang 5 (ft + a) tang U^- «) , 

i±5^ = cotic-, 
X ^— cosc 

sin/> = 2 sin i p cos i/7, 
on trouvera 

tang J^(6 — a) tangj (ft + a) cot Je* 
_ sîn A (^— >jf) cos i (g — ^) ,. 

— sin i (^ + ^ cos U^ + ^)" " ^*^' 
Mais en ajoutant et en retranchant successirement F unité 

à cliacun des membres de Péquation -: — = -: — . « 

^ sin a sm A 

puis divisant les deux résultats l'un par l'autre 9 on 

parvient à l'équation 

sin &— sin a sinB— sin A 

sin b +»sin a sin B -4~ sin A ' 

qui peut être transformée ainsi : 

I ft,' \ * I /-L • \ 8ini(^ — -^)cos5 (B+A) 

par les formules du tableau de la page 34 ' multipliant 
donc entre elles, membre à membre, cette équation et 
l'équation (a), en observant que 

tangi(& + a)coti(6 + a) = i (9),. 

on obtiendra 

rtaufl i ré—a^l* cot i c» _ Q^^" i (^ — -^)y . 
Ltang . (ù a)i cot . c — ^J^^^ + A)Y\ 

extrayant la racine de chaque membre, il' viendra 

1 »» V . sin i(B — A) 

tangi(6_a)coUç=^j^:|^^, 






DE TRIGONOMÉTRIE. 77 

et divisant Féquation (a) par cette dernière j on aura 

tangi(a + 6)cotic = ^-p-^j. 

En se rappelant que = tang/> (9), on déduira 

de& deux équations ci-dessus y les expressions 

tang,(i-a) = tang,c-^^-^, 

qui feront ooimaitre deux côtés d'un triangle spbérique , 
dont on aura le troisième côté et les deux angles entre 
lesquels il est compris^ puisqu'eh désignant par V et a', 
l&9l^alèurs dès àrés 6+ a et b- — a, il en résulte 

4''« ^^^ prenant encore dans le n® 54 > les équations 

C09 ^ 4" ^^^ '^ <^^ C = sin ^ sin C cos a, 
cos B -|- cos ^ cos C = sin -/< sin C cos &, 

et diidsaût la première par la seconde , on trouvera 

cos A + cos B cos C _^^ sin B cos a sin h cos a 

cos B -+- cos yi^ cos C "^ sin\^ cos h '"~ sin a. cos i * 

Ajoutant et retranchant successivement l'unité à chacun 
des membres de celle-ci ^ puis divisant. les résultats l'un 
par l'autre y on en conclura comme ci-dessus , 

cos A — cos B 1 — cos C sin (i — a) 
COS A -f- cos B 1 + cos C sîn (^ + o)' 

tang i (^ — ^ tang | [B + A) tang i C*' 

sin V (i — a) cos - (ft — à). 



sin H^ + ^) cos i {b + a) 



(fa); 
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sin b — sîn a sin J9— "sm A 

et comme l'équation ^J^jq^lî^ ~ sin ^+ sin >^ ' 
employée dans la transformation précédente , peut 8*é- 

crire ainsi, 

«in l (fc—fl) cos I (b+a) 

tang-K^-^)<»tK^+^)=-i^r^5q:^cosKi-«)' 

en muhipUant et en divisant par cette dernière , l'é- 
quation (b), on trouve enfin 

, ^sinî(& — a) 

tangi(^+^=cot^g ^3.^fr,^a) ' 

formules qvi remplaceront les précédentes, IcwwjnW 
connaîtra deux côtés et l'angle qu'ils comprennent. 

60. En prenant toutes les variations dont les formules 
trouvées ci-dessus sont susceptibles, on aura 



V sin î (&+<>--«) 



» » / gjp i {b+c—a)mi l (a-j-b—c) 
^^^ë^^-y s{ni(^a+c—b)smi{a+b+cy 



tang ; a - y cosK^+^-C) cosiM+Ç— 5) ' 

. , ^ / — coaK'3?+C^g)co»K^g+^) 
tang 5* — y • co»i(fi4-C— ^cosi{^+5— C) * 



DE TRIGONÔMÉTBIE. 79 

fc + o , cosl (g — A) 

. c — fc _^ , . sini(g — g) 

». g+& » , cosiCC— 5) 

tarig sa cot i^-T — p; — r-fi , 

'^ ^ sin i (c + d) 

^ H COS 5 (C + ^) 

taog = COt J /y -: — p-; r— T , 

^2 sin 5 (a + ç) 

''a COS -5 (a +• c) 



'(*') Pont tirei^ c6b formnlet de lenxi aaalogiief idn numéro préeé- 
d^nty il ftut (»liiserTer qae « — ^-^ >:=«•«* {^ ^v)» «t que 
fin (p— ^)=: — sin (<îf — p) , cos (p-.ç)=;co •(^«-f'). 
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Des douze dernières formales on déduit les saÎTantes , 
qui servent à trouver le troisième angle ou le troisième 
côté d'un triangle dans lequel on connait deux côtés et 
les angles opposés. 

tangic==tangi(6_a)jj^— -;, 

,^sini(C4-5) 
' tangia=tangi(c-6)^-j^y(Ç^::;^, 

tangia=tangi(c + fe) ^^^^^^^j , 

, L . 1/ .sini(^+C) 
tangi 6 = tangi ^a^c) -^j^y 

tang|fc=tangl(. + ^^g +g, 

cot i C == tang i(^-^^) ^!^>^^tf^ , 
* ^ ^^ smj {b — a) 

cot ^ C _ tang , (B+^) ^-^^^^j:!.-^ , 

I ^ \ I / >^ m sin T (c 4- fi) 
cotl -^= tang 1 (C-5) ^-j^rj^, 

cot i /?=tang i (^-O !i^ii^±^, 
cot i 5 = tâng i (,A+0 'Z^^l'^% ( *) 

COS â V.Û^ "~" ^} 

{^) Ces forixiDles et les prcfce'dentes sont connues sous le nom 
û* analogies de JY^ppr, paroe qu'elles se déduisent; des règles don- 
nées par ce ge'omètre pour résoudre les triangles s]^ériques {Loga- 
rithmorum canonis descriptio). 



r~» 
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5i l'on joint à œs équations, ceQes^ qui sont lïésigliées 
par (A) (47)^ i6t.qui aeryîronldans l&icaaoà Pou éouvsà^ 
tra deux côtés et l'un des angles opposés à ces côtés, ou 
bien deux angles et Pun des côtés dpposés à ces angles ^ 
on aura tout ce qu'il faut pour résoudre un triangle sphé- 
riqtie : ce qui précède peut donc être regardé oonkme for- 
mant ua Traité complet de Trigonométrie sphérique. 
En combinant entre elles les diverses formules obtenues 
successivement , on en pourrait déduire beaucoup d'au-* 
très d'un usage- ti^s fréquent dans les calculs astrono- 
miques : on doit y dans ce genre, à M. Delambre, des 
résultats très élégans et très nombreux , et des applica- 
tions importantes des méthodes approximatives^ ou des 
séries , aux cas qui en sont susceptibles. 

Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre 

un triangle quelconque. 

€1. £n négligeant les variations que peut présenter 
un même cas , on n'a que les six suivans : 

i^ Connaissant les trois côtés (a, b, c) trouver un 
des angles (A). 

I j . / 8in{{a+b—c}^\uHa+C'^b) ; 

tang.^ — Y/ sinHb+Cf^a)Mai{a+b+cy 

2?. Connaissant len trois angles (A, B, C), trouver 
lai des côtés (a). 



(*) An lien de cette formule et de la précédente j on «mploîe 
«ouTent celles-ci : 

▼ , sm o sm c. , , . 

Trigonométrie. 8* édition. 6 
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, 3p/ Cùimakêant deux eéeés (b, e) , et P^ngk OM»- 
jàm (Jk)^^ tramfêr leê autrèa angle» (Q> €), 

^' * ^ ' sin ^ (6 + c) 

I^our trouver ^nsmte le 3^ ci^^ (a), f^jééhSor^ 

.4^. Ççnnaisimnt de^vx angles (B^ €), et U c6té. com^ 
plîV .(^)'î PrQuuerles antres côtés (b, c). 

Pour trouifer ensuite le 3'"' angle ^ voyez la foi^ulé 
du 5*"^ cas. 

f^f CoTùudêB»nt deux câiés' (ayic) «i u/& àrtgla ùp^ 
posé (C), troiwer V austre an^ opposé {A^d 

• . . émet sIa c 

sm A = • 



sine 



6^ Conmaiadant déim angies^Aj^ Ç) et un côté op- 
posé (o) j irou^erjL^iMAti^^^eoté ■é^p$é» (a) . . 

Slll a ta -«— : rr: . 

sin C 

Poi\r froM^fr ensuite, às(n$ ces deux derniers cas, 
Vhngïe (B) c* fe cd>^ (b) aompri^ i^un efttre les côlàs^ 



» V sin 5 sin c ' 

obtenues dans la note de ^a page ^3, t\f^\ sopt ai^alogues à celle dont 
on fait usage pour le cas sezâblable delà ïrigoneméille reôti%afr (38). 
La même note contient au^si les Valeurs de cos 7 /^ et de cos \a. 



ttÊ tllîfÔONÔMÉtRlË. Sî 

tàuttê entre k$ Angles , dotinàtî au àalùtMs, <m cHàH'" 
géra dans les formules du 3^°"" et du 4^"^ ca& , b e^ aj 
BeaAjèi tèckpto^mvâfitLt \ il tie^idra 

tai,gi(^ + = S44j-=4coti5. 

ços â \a -*t~ C) 

teng t(« +'') '^ ^4fJ:^taùgi ô» 

d'où Ton tirera les valeurs de cot \ Betàe tang \ b, qui 
sont maintenant les inconnues. 

Au moyen de cette récapitulation et de cell6 qui 
se trouve aur la page 72 > rien n'dst plu« aisé que dé 
résoudre un triangle sphérique quelconque , en appH^ 
quant, d'après les énoncés ci -dessus^ les lettres j4^ 
B y C y a y B, Cy âux duglcs et aux câtés donnés et 
cherchés. Le calcul arithmétique s'effectue par l'addi-^ 
tion et la soustraction des logarithmes , de la manière 
indiquée dans les exemples rapportés au n*^ og; seule- 
ment on n'y emploie que la table des logarithmes des 
lignes trigonoinétriqueS; ]^isqu'il ne s'agit que d'arcs 
de cetcie. 

Lorsque, dans les qùiatre premieir^ éà^, les circons- 
tances de la queétîon laisseroùt douter si tes arcs ou les 
angles cherchés valent plus ou nàoîa» dirqiiadrant ot» 
d'un angle dtçit, on lëveraia difficulté en recourant aux 
expr^ssiomdfS Cosinus,' d^ tangentes ou des cotangentes 
des incontaes ($7). Mais daiis les dejux derniers cas, il 
peut arriyer qu6 Ja question proposée soit susceptible de 
deux solutions^, et l'on s'en assurera aisément en étu^- 
diant la manière de construire un angle trièdre, lors- 
qu'on connaît deux â'e ses faces et ^inclinaison tïe Fùne 
d'elles sur la troisième; ou bien lorsqu'on connaît les 
liiçlin«isoii$ de de«x:foee$ sur la troisième, et l'angb 
des arfttes qui déterminent l'aiM^ â«»'préanâres Je ne 

6.. 
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sauraijB entrer ici dans ces détails (*); mais en Yoicidtt 
nu^ins les résultats. 

1^. Le triangle spliérîque ne peut exister que d'wiQ 
'«eule manière ayee les données a , c et C, 
lorsque C = i^, 

C<i^, a<i*, c>a, 

C-^lfy «>IS C>2* «, 

•C^if, -a>i^, c<^j 
-«t il est susceptible de deux formes , 

lorsque C *< i*, a ^ i^, c <^ a , 

C>i% a<i^, c>2* — a, 

C>1^, «>i^, c><»i 
C<ou>>ï^, a = i^. 

2®. Avec les données ^, C eXa.f il ne peut avoir' 
•qu'une forme, 

lorsque c = if, 

^>i^, ^>iS C<^, 

C<I', ^>1^ C>2^ — ^, 

c<iS y^<i», ^>^, 
«t il en a deux^ quand' 

c>i% ^>iS <^>A, 

62. Pour donner une application de la Trigonométrie 

(*) Il faut consulter le Développement nouveau de ta partie 
éiémentaire des Mathématiques de Bertrand , tom, H, IMgono^ 
mtétrie, section V, ou ses Elémens de Géométrie,^ 3* partie. 



H 
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spliérique, je choisirai le problème suirant : connais' 
sant un angle MSN, fig. 23 , mesuré dans un plan in^ ^'8» ^ 
cliné,, et ka angles que font at^ec une verticale SS\ les 
côtés SM etSJ^ du premier^ trouver l'angle MfS'J^'Jbrmé 
sur le plan M'S'N', horizontal ou perpendiculaire à SS\ • 
par les projections S'M' et S'Hi' des lignes SM et SN. 

Les trois lignes SS^, SM et SN détermiDent uii' 
angle triëdce dont le point S est le sommet^ et dans le- 
quel on connaîtles trois angles plans MSNySfSM^ SSN\ 
et puisque la droite SS est perpendiculaire sur le plan 
M'S^N', elle est ausâi perpendiculaire sur chacune des 
lignes StM', S^lf^ situées respectivement dans les plans 
ffSMy SrSN y et formant par conséquent entre elles 
un angle égal à celui qui mesure l'inclinaison dé ces 
plans : le problème proposé revient donc à déterminer 
cette inclinaison. C'est ainsi qu^l se trouve résolu par 
des opérations graphiques, dans V Essai de Géométrie^ 
sur les plans et les surfaces ^ ou Complément des É lé" 
mens de Géométrie j n® 4^* 

Mais ou peut obtenir l'angle cherché en le considé- 
rant comme l'un de ceux du triangle sphérîque BAC 
fornié par les cercles résultans des sections que les trois 
plans MSNj S^SM , S^SN-, feraient dans une sphère 
dont le centre serait en S'y et dont le rayon serait égal 
à celui des tables. On a dans ce triangle les côtés .^i?, 
jiC, BC, qui sont \es mesures respectives des angles 
donnés SSM, S^SN, MSN:, et l'angle demandé est pré- 
cisément* Tangle jâ : il se trouvera donc par la pre- 
mière règle du n? précédent. 

Comme exemple de calcul ^ je suppose qu'on aijL 
i>bservé 

l'angle MSN de 0^,7597 = BC, . 

l'angle S'SNde o9,Sgi3 = j4Cy 

i:angle S'SMde 0^6642 ^AB. 
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C€« «ngles f epràentanl le9 côtés d'un triangle apbé* 
riqœ dont on cbecdie l'angle A, je jaû» 

et j'emploie la formule 

/sînHg4-&— g)sia ^(a+:c — g) 

V sin b sm c 

(note de la page 81). 

Les are» y (a «sf- i — c), i(^ + ^"^^) sefrm^enjt eu 
faisant d'abord la demi-somme des trois côtés a» i| 
C, eten retranchant ensuite chiacun des côtés b et c, qvi 
renferment l'angle cherché (38) ^ puis 09 prend les lo*-. 
garithmesdes sinus des restes, et les compléçiens aritV 
métîques des logarithmes des. sii^us des côtés b eiq, 
ço.mme le pa^ontre l'opération ci- dessous, 

OS7597 

o ,%i3 

. o ,6542 

Çpmme. 2^,0 o52 
Demi-somme. 1^,0026 t^>ô02ft 

0^5913 0,5542 

1" reste. o»4i i3 2*"** feste. 0^,3484 

1. sin 0^,4' *3 =9?7 79^34^ 
1. sin 0^,3484=^9,71624 " 
Gompl. arith. du 1. sin o',59i3 =^ o^ogGiil 
Compl. arith. du 1. sin 0^,654^ = 0.0674914 

Somme. 1 9,65984^ t 
log sin î ^ » 9,8299205 

qui, dans la taMe, répond à of, 472^4 = 5-^; et en 
doublant cet arc on trouve ^ = o?,945o8, ou seule* 
ment Jl =^ o^^4^' > en se bornant à quatre décimales: 
tel est l'angle AtS^3i* joorrespondant à la Talçur donnée 
pour l'angle WSN^, 
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CHAPITRE III. 

« 

De F/ipplication de V Algèbre à la Géométrie^i 

63. L'atipuca^xOm de i' Algèbre ii la Oéométlric ^| 
â'^bppd pour but de fwe servir les opératîoiis AlgétAni- ' 
ques à combiner ensemble plusieurs théorèmes de Qéo^ - 

«i4triç po^r ^n déduire des oonséq^KltmM»»» Gest ainsi ' 

que> dans les deux chapitres pré^iédeiis^ )^ sji^il^«ir^«n% 
au;(. principales forn)ule$ de la Trigoiioiiaéirîa ; re^ti- 
1%«^ et d« Ift Trigo»çiïi^i)9 /çpb(^iqAi«v Vli,JtMpri^ 

q^ ét^ibUt \mfi rdl^tioB enXr^ plp^iti^i^^ lign^a i'^vi^ ; 

grandeur définie, peut tonjK^urs s'eii^prjiQer plor ii»$t. i 
équation,, ^ toutes le)s transfor^iatîfiias ql»'pn opéra ^«r ; 
4^U;e équatiioif y ^a^t traduites en l^oigags pr4^n«ji)f ^v 
do^ueut des ^i^pcés qui sout des convéque^f99§ -ài^ 
tbéorèmç duqf^ 09 e<»t parti :/paais ce ppiiit d^v^^ 
n'olTr^ qu'ime très |)eti|:e partie ^8 içe.q^p doit^lTibr^lseF 
l'applicatipi) de TAl^èbre^ la (jréomf^trie. Cette jurant^^ 
des Mathématique^ , con^idéFiJe ç|v^éQjé|['9ly p^^,bor)9p 
pas à la recherche des propriétés de )!éiw4w {Wv \fi 
moyen des. procédés algébriques^ on y voit ejicore com- 
ment oH peut représenter par tes propriétés ttitft ce que 
.^igijifio Me ei^pres^ioJi «Igébriq^ue qtt0lcyNi<|ue^ twtbem^ 
sans cesse les constructions des figures aux opér^ticuls 
de calcul , et. resenijt'ide C^lle&^clauitpriBitiières : c'est ce 
que montreront successivement les diyerses quçsfions 
traitées dans ce chapitre. 

L'écriture algébrique^ si utile pour exprimer les con- 1 
ditvms desproÛèmes cfui rc^r^^t lès nombres; ii*est 
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pas moins commode pour ceux qui ont rapport à la 
Géôméti^ie. Ces 'derniers peuvent se mettre en équa- 
tion comme les premiers , dès qu'on est' parvenu à trou- 
ver dans leur ^oncé la i^elation des inconnues et des 
données ; mais il faut pour cela appeler à son secours 
quelques-unes des propriétés de F«spëce d,e grandeur 
que l*bn considëtë. '^' ■ ' 

64. Par exemple > puisqu'un triangle est déterminé 
I par là connaissance de ses trois o^tés', son aire doit 

l'être aussi par ce moyen , et l'on peut se proposer cette 
question: 

Connaissant les trois côtés d'un triangle, trouver 
i^expression de son aire, ■ ' 

L'aire -d'un triangle étant égale à la moitié du pro-. 
dnit de sa base par sa hauteur ^ on voit d'abord que la 
question se réduit à déterminer la hauteur; et en abats* 
1^*>g« i4-sant dans le triangle ABC^ fig. i^j une perpendicu- 
laire sur le côté AC^ pris pour base j on forme deux 
triangles rectangles qui fournissent des relations entre 
les côtés ABy BC, lai perpendiculaire i5J>, et les seg- 
mens AD et DCy faits par cette perpendiculaire. 

En effets si l'on désigne par c, c,c*'f les côtés ABj 
BCy AC y du triangle^ par ^ le segment AD et par u 
la perpendiculaire BD^ les triangles rectangles ABD^ 
BDC donneront 

. ,Ab!==zTd'+ Jd\ liC^'BD + Cic\ 

on observer^ en outre que dans le premier tf iangle de; 
'la figure^ 

DCz^AC — AD^c'^^t, 

et dans le second , 

DC=AD — ACz=it — c". 

ISil omettant au lieif des lignes les lettres qui les reprér 
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isentent , et faisant attention que (c" -^ /) •a» (# — » i?")* , 
on fornuera^ponr l'an et l'autre triangle, les équations 

c* = u* + e, c^^u"" 4- (c^ ~ tYy 

qui , ne i^nfermant que deux inconnues ^ et z« , en dé- 
terminent les Taleurs. 

Si l'on développe la seconde équation , et q,u'on la 
retranche de la première^ les termes u^ et t^ disparaî- 
tront^ il tiendra 

d'où l'on tirera 



2C* 



et l'éqoatîon c* = u^ -f" *^ donnant 

u = d: y/c^ — /*, 

on en déduira, par la substitution de la -valeur de ty 
celle de 

V An"» 



OU 



¥ 



lit ■ ' ■ .. ■ <— — — 



2C" . ' 



pour Texpression delà hauteur BD, au%30jen des trois 
côtés du triangle ÀBC, 

Il ne reste plus qu'i^ la multiplier par la moitié de 
la base AÇ, ou ^c", pour obtenir l'aire du triangle pro- 
posé^ et Fou aura 

kc''u=l t/4c V* — (c* — c'^ + c"^» , 
en mettant pour u la yalenr trouvée ci-dessus. 



{*) Je ferai remarquer que cette éqaation, mise sons la forme 
c'» = c» -f- c"» — ao"e , présente , par rapport au cèté </, ou BC , le 
%\iéothm6^xin^.ijQA^Elémens de Géométrie. . . 
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Telle e$t l'expiiessio» de l'aire d'un triangle, pat 
trois côtés. LorsqB^on ^léveloppe la quantité sounise 
radical^ QD trouve ^ après ies réductio|iSy.. 

résultat symétrique par rapport à chacui^ cles cotés, 
c, c', c"-, ce qui deyait être, puUque si l'on cliange ces- 
oôtésles uns dans les autres, l'aire du triangle proposé 
reste toujours la même. Mais on peut construire une- 
formule beaucoup plus commode pour le calcul numé- 
rique^ en observant que la quantité 

4c*c'> — (c» — c'* + c**)% 

étant la différence de à^mx qugrrés^ se dAatmfsm^ da*». 
les facteurs 

qui reviennent à 

et se décompj^ent eux-mêmes dans les quatre suivans ;': 

on a^ par ce moyen, 

i v/{c + c'+.f) (c'+j,'Wc) (c -f. <^-^c') («+</*-^*>^ 
Maintenant si l'on fait attention que 

c' + c*'~c =(c+c' + gO — 2c, 

c -f. c' — c"= (c + c' + c") — ac", 
et que Pon pose 

■on trouvera enfin que Fâfre du triangle ABC est ex-^ 
priihée par 
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.et se x^vât k 

r * 

formule ao^si remarquable par Tiitilité dont elle peat 
être pour évaluer Paire d'une figure plane quelconque > 
que par son élégance : elle mputre que l^aire dfun trian- 
gle e^t exprinfée par la racine quarrée du produit de la 
dentv^omme des trois côtés ^ multipliée par les diffe- 
rences entre cette demi- somme et chacun clés côtés. 

65, Le prcK^dé indique dans lesjDunuéros 234 ^ ^^» 
des Èlémens de Géométrie j pour trouver la hauteur 
entière d'une pyramide ou d'un cône trpnqués par un 
plan paraliële à leur base^ étant réduit en formula 9 
conduit à une expression remarquable du volume de 
ce corp9. 

Si Pon désigne par a et 5 les deux côtés homologues 
des bases d*un tronc de pyramide , ou les rayons de 
celles d'un tronc de cône , par g la hauteur de ce tronc, 
par h la hauteur de la pyramide on du cône entier, on 
aura la proportion 

^-'-b laMglh, d'où Ajxi'^-?^, 

La hauienr de la portion retranchée, étant à «««v-^, sera 
eXfHriinée par \ 

Cela posé, les bases du Jronc ét?^pt semblables, seront 
entre elles comn^e )es quarrés de leurs lignes bomo* 
logues , en sorte que, nomn)||nt S Ja ba$e Jnférie^rp çt a 
la base supérieure , on aura 
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Désignant ensuite par m le rapport des grandeiirs S eC 
a^y il viendra 

et les Tolames du corps, entier et du corps retranché- 
seront exprimes respectiTCtnent par 

en mettant au lieu de S, s, h et h -^ gy les yaleurs 
trouTées ci-déssus. Retrancliant enfin la seconde ex- 
pression de la première 9 on aura^ pour le yolume du 
tronc , 

Or ma* et mh* étant déjà les bases inférieure et supé* 
rieure du tronc ^ on fera ab=sc*y afin que le terme 
mab = me* exprime l'aire d'une figure semblable à ces 

bases; et comme c= y^ab, le côté, ou le- rayon de '' 
cette figure sera une moyenne proportionnelle entre les. 
ligues aei b. 

Il suit donc du résultat précédent, que le volume 
d'un tronc de pyramide ou de cône est égal au tiers de - 
sa fiauteury multiplié par la somme des aires de ses. 
deux bases et d'une figure semblable ^ construite sur 
un côté ou sur un rayon moyen proportionnel entre 

ceux de ces bases; et comme m>ab=z \/ma*,m>b*y on 
▼oit que Faire de cette- figure est moyenne proportion- 
nelle entre celles des bases. Si l'on élève sur ces trois 
figures des pyramides ou des cônes de même bauteur 
que le tronc proposé , la somme de leurs volumes sera 
équivalente h celui de ce lltonc. 

66. Dans les questions précédentes, on avait en vue un 
résultat numérique; quelquefois on cherche des lignes* 
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Qa'on se propose > par exemple , d'inscrire un quarré ^ 

J}EGFj dans on triangle ABCy fig, 24,1! faudra Fig. 34. 
supposer la question résolue, et chercher ensuite entre* 
les lignes données immédiatement par le triangle et le 
côté du quarré , une relation qui puisse s'exprimer al- 
gébriquement. 

Pour cela, on abaissera la perpendiculaire BH^ que 
Ton regardera comme connue, puisqu'on sait la mener; 
et comparant les triangles semblables BAC eX BDE, 
BAH et BDIy on formera les proportions 

AB\ BD :: AC\DEy 

AB : BD :: bh : bi^ 

qui conduisent à 

AC : DE :: bh : bi. 

Cette dernière donne une relation entre les lignes con- 
nues AC^ BH , et les lignes inconnues BI y DE\ mais 
BI dépend de DE, car BI= BH— IH, et par la défi- 
nition du quarré, IH^=:DE : désignant donc par aelb 
les données ACei BH, et par x l'inconnue IH ou DE, 
on aura 

a l X II b l b — Xj 

d'où bx-=^àb — ax» 

De cette équation du premier degré^ on conclut 

ab . 

a-f- 5' 

Lorsque les droites a et b sont rapportées à une 
commune mesure, ou exprimées en nombres, la for- 
mule ci-dessus donne, par des opérations arithmétiques , 
le nombre qui exprime la longueur de la droite IH'y 
prenant ce non[ibre sur la droite BH, on aura le point I, 
par lequel il faudra mener la droite DE. 

11 n'est pas nécessaire , pour déterminer le point /, 
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de recottrîir aax nombres, parce que lea opérations in- 
diquées dans Fexpressk>n de x penviennt s^efifectuer fur 
les lignes. On voit en effet que cette inconnue est ie 
quatrième terme de la proportion 

et que par conséquent tout se réduit à trouver ime 
quatrième proportionnelle aux trois lignes 

On regarde en général comme élégant de \\et titee ta. 
figure qui contient les données du problème > les opéra- 
tions qu'il faut efiectuer pour en obtenir la solution ; 
on peut en conséquence , dans la question présente , em- 
ployer l'angle droit CHB à la détermination de la qua- 
trième proportionnelle à trouver. On portera donc, 
sur HC prolongée, 

tirant BK^ puis menant IL parallèlement à BK^ le point 
/, pour lequel on aura 

HK\ HL :: BH\ IH, 
appartiendra au côté DE 4u quarrô DEGP. 

67. On peut atteindre dé la àiême manière à des 
questions^ d'un degré supérieur au pi^emier» 

On sait que diviser une ligne en moyenne et extrême 
raison , c'est la partager de manrère que l'un des seg- 
mens soit moyen proportionnel entre la ligne entière et 
l'autre segment \ pour résoudre algébriquement ce pro- 
blème, on désignera la ligne entière par a, le segment 
incounu par x\ Tautre segment sera a — x^eX l'on aura 

a l X 1:1 X \ a — x, 

d'où l'on concloFii 
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en résiâVanrt'Cstteér^natîon, on en tirera 



^ 



X 



\ 



'/ 



Leg opérations indiquées dans cette solution peuyent 
s'effectuer sut les lignes > au moyen du triangle reo** 
tangle; car <^ + î a' étant ïa somme des quarrés des 

lignes a «1 ^ Gy le radical V^a* + i ^^ ost rhypoténnsé 
jâC,fig. 25, du triangle reetanglé construit sur les côlét Fig.^a5. 
^^/ A^'^s a y BC^=z \à. Il ne s^agit , pour obtenir les deux 
^e«rs de x , que de combiner , par soustf'actioi^ et par 
addition, la ligne jêC avec la ligne BCzoi^af ce qui 
s'effectuera etï portant BC deCen \D 9ut AC^ elde C 
en ly sur son prolongei»ent ; car on aura 

Aiy=AC+ CZ?=:î:V/a''-f-iflt"+ï^, d'oùa?5s=— y^iX. 

La droite AD rapportée en JE ,' sur AB, par un arc 
de cercle, est la solution donnée dans le n^ i32 des 
Êlémens de Géométrie / et en mettant l'équation 

a^-^ax^ssi j;* sous la forme a^ ^^aX'^r^^^ 
on en tire là prop<)^tioD 

a7 + « : a :: a : j?, 

qui revient a 

Atï : AB :: ab : ad, 

puisque 

AD':=i AD + iBC=AD +.AB. 

il sdil âe Ik qoe la ligne AI/ eét amsl partagée' en 
moyenne et extrême raison aii^iil(2>>et que k-plus 
gi^and Binent DIf est égal à. la ligne doBiiée AB» On 
râvrsD'plos loin (77) l'énoncé auquel répondent e* 
ttiéiae tefnp9 les deux talenrfr^e 3ty et ce qœ signifie le 
sfgfie>-<*^q«ii affecte la sçooqde. 



I 
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Les exemples précédens suffisent pour" montrer que 
la résolution algébrique des problèmes déterminés de 
Géométrie, présente dés circonstances analogues à celle 
des problèmes relatifs aux nombres. Il faut d'abord 
mettre la question en équation , tirer l'expression de 
l'inconnue ; mais au lieu d'employer le calcul arithmé- 
tique pour évaluer cette expression, il fauW effectuer 
sur les lignes connues , des opérations graphiques cor- 
respondantes à celles qui sont indiquées par les signes 
algébriques.^Dans la question du n^66, doi^t l'équatioa 
n'était que du premier degré, c'est par les lignes pro- 
portionnelles qu'on a déterminé l'inconnue, et pour la 
question ci-dessus, dont Inéquation montait au second 
degré , on a eu recours à la propriété du triangle rec- 
tanglcj Ces déterminations sont ce qu'on appelle la 
construction des valeurs de l'inconnue , et je vais en ex- 
poser les principes, qui sont communs à toutes les 
questions de ces deux degrés. 

68. C'est une remarque générale , et qu'on aura «cu- 
vent occasion de vérifier, que lorsqu'il n'entre que des 
lignes dans l'énoncé d'une question où la quantité cher- 
chée est elle-même une ligne, l'expression de celle-ci 
renferme toujours un facteur de plus dans le numérateur 
que dans le dénominateur, et chacune de ces quantités 
est composée de termes homogènes entre eux. L*ex- 
pression de t, trouvée dans le numéro 64, remplit cette 
condition : les termes de son numérateur ont deux fac* 
teurs, et son dénominateur , un seul. 

Il suit de là que lorsque l'expression d'une ligne quel- 
conque ne contient point de radicaux , on peut, en re- 
présentant toutes les quantités qu'elle renferme par des 
lignes, obtenir la longueur de la première sans reconrir 
aux nombres , et seulement en cherchant avec la règle et 
le compas, des quatrièmes proportionnelles à des lignes 
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données. Pour le prouvée^ il suffira de l'exemple fiuiv^nt» 

'alc + d'— éY 
Soit i = , , ., ', 

cette expression ^ dont le numérateur est composé de 
termes contenant chacun trois facteurs, tandis que les 
termes du dénominateur n'en ont que deux, appartient, 
d'après la remarque ci -dessus, à une ligue. Si l'on fait 

abc — kd', • eY=i'd\ . 
gh = itV, *» = ifcV, 

on «ara 



OD obtiendra donc t en cnecchant une quatrième' pro- 
portionnelle aux trois lignes k" -{-k", k-{-d — k' ei d, 
lorsque les lignes inconnues, représentées par ^,^', i&% i(* 
seront déterminées. Or les équations posées ci-dessus , 
conduisent k 






: . i i j 



valeurs qui se forment par les proportions 

, ab • ^ ab abc 

d:g::h:^z=t\ rf:»:: » i—^k'-. 

clierchant donc les quatrièmes termes de chacune , par 
Trigonàmétrie. 8* édition. <] 
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les ilgtie9 pt«]portioiinelfe», on «4ir« sueoeasrrement les 

longueurs des lignes représentées par 

ab abc ef ef gh i* 
1' "5^' ^' "S^* lî' d* 

x\'m donneront 

ty Jt% i' et*»; 

«t pvec celles-ci on trouvera t. 

On reconnait sans peine que Pesprit de la méthode 
tlont je Tiens de faire usage'pour construire une expres- 
sion algébrique, consiste à traniformer le numérateur 
et le dénominateur de l'expression pro])osée| en p^o^ 
duits d'uti certain nombre de facteurs simples ou du 
premier degrés ce qui est toujours possible par les 
moyens que j'ai employés. 

Il y a des cas oà cette transformation peut s'eSeetuer 
immédiatement, sans qu'il soit besoin d'y introduite 
4ès ifkdétetminées : tel est celui de ^expression 



dont le tiumérateulr équivaut à 

c (ti + b)(^a — &), 

et dont le dénominateur peut s'écrke aîiui. 

Il vient alors 

ra — b)(a + b)c 

ce qui s'oMient par les proportions 



V/a*-+- b^la + bllc: 



. {a + b)c 



y/a^+i^' 
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Le radical employé dans ce calcul se eonstrait £icile- 
ment, car il exprime Fhypoténuse d'un triangW ree^ 
tangle dont les côtés sont a et & ( Voyez, , à la fin dô 
l'oavrage, la note D.) 

69. Le triangle rectangle et le cercle fouminsetit les 
moyens de construire la racine quarrée d'une quantité 
qoelcDoque exprimée en lignes. L'usage da premier est 
évident , lorsque la quantité comprise sous le radical 
est la somme ou la différence de deux quarrés. En efiety 

on a, dans ce cas^, V^â^4*^*ct V/a' •— 6* • l'une de ces 
expressions peut être regardée comme l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont les* côtés sont a et ^ ^ et l'autre 
comme l'un des côtés adîacens à l'angle droit , dans uin 
triangle de même nature, dont Ptiypoténuse serait a, et 
le troisième côté b» 

On construira , par une suite de ces triangles, l'eiprès- 

sîon V/a*-Hi'+c*+û?»: ayant obtenu d'abord {/cF+b^, 
on représentera cette' ligne par a, ce qui donnera 

a» + &» = •% 

et la quantité proposée deviendra 

on construira le radical v «* -h c* comme le précédent, 
et nommant fi le résultat de cette opération , on aura 

il ne restera plus q)a'à trouver \/fi>^ + d^f ce qui se feriL 
en prenant l'hypoténuse du triangle rectaugle dont les 
côtés sont fi et d^ Il est facile d'étendre ce procédé au 
cas où le radical à construire contiendrait ua nombre 
quelconque de quarrés. 

70. Je passe maintenant à l'emploi du cercle dans 
Fextractio0 des raetnes quarrées. On saU- cp® 1^ f»eiw 



\ 
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pendi<culaîre élevée sur un diamètre est moyenne pro~ 
portîonnelle entre les deux scgmens de ce diaraètrcr 

(;GSom. i3o) ; on obtiendrait donc {/ub en faîsanty 

Fig. 26. ^. 26 , j^P = a , BP = ô , et décrivant un cercle sur 

la somme jiB de ces deux lignes , prise pour diamètre : 

1^ perpendiculaire PM, élevée par le point P, étant 

moyenne proportionnelle entre ^P et HP, sera \/ab. 
On peut encore trouver une. moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes quelconques aetb , en prenant 
la plus grande des deux pour le diamètre AB du cercle, 
et portant l'autre de ^ en P ^ élevant ensuite l'ordonnée 
PMf et tirant la corde u4M, on aura la moyenne pro- 
• portionnelle demandée. {Géom. i3i.) 

A l'aide de ces méthodes, on construira tous les 
radicaux du second degré , quelle que soit la quantité 
qu'ils FeivTerment. Spit pour exemple 



^/■ 



on fera 



g 



bc=sakf 



def _ 



g 



tffc'; 



l'expression proposée deviendra 

\/^-f ak — dk' = \/ia + k—e)a , 

et pour l'obtenir, il suiBra de prendre une moyenne 
proportionnelle entre les lignes a '+ k — ir' et a : il est 
d'ailleurs évident que les quantités i£; et ^' se détermi- 
neront par les lignes proportionnelles, d*après ce qui 
a été dit, n^ 68, puisque les équations dont elles dé- 
pendent donnent 

. et cci^n^uisent par conséquent aux proportions 



<» V 
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aib :: c :kj 



de de def' ,, 

a » a .. e . —j, § •! -•~ ' "ZZ — ^* 

71. La quantité que l'on se propose de construire 
pourrait ne pas être homogène y mais cela n'arrivera 
que lorsqu'on aura fait quelques lignes égales à l'unité^ 
ou que l'oaaura représenté un nombre par une lettre ,» 
ou une ligne par un nombre; et lesméthodes indiquées 
ci-dessus ne seront pas arrêtées par cette circonstance ,. 
pourvu qu'on fasse reparaître , dans lous les termes o& 
elle devait se trouver, et avec des exposans convena-^ 
blés y la ligne prise pour unité, 

/' b^ 
§i l'on avait i/« 4» -^y. et que l'on sût par l'é* 

nonce de la question qui. aurait conduit à cette expres- 
sion > qu'elle doit appartenir à une ligne, on verrait' que^ 
chacun des termes compris sous la radical devrait étris 
du second degré, et que par conséquent en désignant 

bcnS 
l'unité par n , il faudrait écrire an an lieu de a , et -"tt" 

bc 
au lieu de -^ , ce qui ne change rien à la grandeur ab-r 

solue de ces quantités, puisque 72= i =: n^, et en général 
7»*"== laquelle que soit m. On aurait de cette manière^ 

qui se construirait facilement; 

J'observerai que, d'après ce qui précède, on pour- 

•r-ait extraire , par une opération graphique , la racine 

quarrée d'un nombre quelconque , en prenant une 

moyenne proportionnelle entre deux lignes , dont l'une 

r.eprésenterait l'unité , et l'autre aurait avec celle- ci l€ 
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t 

s 

rapport marqué par le nombre proposé. V^j , par exem- 
ple, s'obtiendrait en prenant une moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes, dont une serait les | de Fautre, 

puisque i/î= V^i X j. 

^2. Rien n*est plus facile maintenant quede construire 
l'expression des racines de l'équation x^ — ax =3 difr*, 
qui comprend toutes celles du second degré. En «ffet^ 
to' tirant la yaleur de j:r, on a 

x = ^a±.\/YôF+¥y 
lorsque b^ a le signe + TÎi ne s'agit que de construira le 

le radical V^^a'-f-^* (%)} ^^ ^® prendre ensuite la 
somme et la différence du résultat et de la ligne ^a , 
pour obtenir la grandeur de chacune des racines de la 
proposée. 

Quand 6* a le signe — , on trouve 

Ifi oonstruction de ce cas ne diffère de celle du pré- 
cédent, qu'en ce que le radical est exprimé par l'un 
des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, au 
lieu de Pétre par l'hypoténuse, et que ce triangle 
cesse d'exister si ^ a <^ 6 , parce que si l'on prend alors 
Fig. 37. sur l'un des côtés de l'angle droit ^BC^ fig, 27, une 
grandeur AB = 6 , le cercle JOE , décrit du point A 
comme centre, avec un rayon moindre que AByT^^X.- 
teint pas l'autre côté BC, Cette circonstance s'accorde 
avec la théorie des équations du second degré, qui. 
donne des racines imaginaires pour le cas dont il 
s'agit. 

OtL pourra appliquer ce qui précède i la question 
suivante : Étant donnée la somme ou la dijfèrtnùe de 
deux côtés contigw d*un rectar^U et son aire ^ cons^ 
truire ce rectangle. 



Ea effet, soient b'' l'airQ du rectangle demandé » a la. 
somme ou la différence de ses côtés contigus, et it l'un, 
d'eux; l'autre sera exprimé par a — x dans I9 pre- 
mier cas, et par a+ x. dans le second» l'aire §era. 
^, — x) X pour le premier cas, et (a-f- ap)^! poor le 
second, en sorte qu'on aura ces deux équations.: 

ax — x''^ 6* ,. a r + X* 5» ^* , 

lesquelles étant résolues , donneront des valeurs de ;u 
constructibles par la méthode précédente. 

73. Il n'est pas nécessaire de résoudre les équations, 
du second degré, pour en trouver graphiquement les rai^ 
cînes; on les obtient immédiatement, par les propriété!, 
des lignes droites qui se coupent dans le cercle. • 

L'équation x^ H- ax =::: ^% étant mise soui la forme- 

se rapporte à la propriété des sécantes et des tangentes 
qui partent d'un même point (Géorn, 128); car si l'on 
décrit ,^^. 28, sur un rajon CB = ^ a, un cercle, qu'on Fîg. a$; 
lui mène une tangente ti^ dont la longueur soit b, et 
que par les points -^ et Con tire une sécante ÂC, en, 
nommant x, la ligne AD, on aura éyidemment 

«tla propriété citée plus haut, donnant ^2>X>^^'=i!/j9y. 
il en résultera 

ôî (1? 4. a) î= 6%. 

ce qui est l'équation proposée* 

Si l'on avait j;*— ax=^ i*, il faudrait faire x = AI/ j 
il s'ensuivrait que 

J[Z>z=iX^^af, et ar(x-— fl) = A*. 

La construction présente n'étant sujette à aucune 
ftXf)eption ^ montre que tant que à^ sera positif dans le 
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secfond membre , en même temps que x^ Test dans le 
premier, les racines de l'équation proposée seront tou- 
jours réelles. 

L'équation ar* — aor = — ft* se change en ax — *• = b* , 
et peut alors s'écrire ainsi : 

Sous cette dernière forme elle se rapporte à la propriété 
V des cordes qui se coupent dans le cercle; car si l'on 
r»g« ^9 décrit , sur un diamètre AB = a ^fig, 29 , un cercle , 
qu'on élè^e au point ^ une perpendiculaire AC^nbj 
qu'on tire ensuite CM parallèle à ABy et que par les 
points ilf et ili^, où (7^/ rencontre le cercle, on abaisse 
sur AB , les perpendiculaires PMet P'M\ on aura 



ou 



puis 



APXBP = AP iAB—AP)=PMy 
AP {a—AP}=b\ 



AP'xBP'=^ AP" {AB — AP')—rM\ 



ou 



AP' {a—AP') = b\ 

£n prenant donc $uccessiTement pour x les droites AP 
et AP', on retombera sur l'équation proposée 

ax — .r*=:;6*; 

« 

et par conséquent les. droites AP et A!P'y obtenues 
par les procédés cir dessus^ sont les valeurs de l'in- 
connue X, 

Il est yisible que quand AC surpassera le raypn du 
cercle ^ ou ^ a , la droite CM ne rencontrera plus le 
cercle et ne fournira par conséquent aucune détermina- 
tion; mais alors les racines de l'équation proposée seront 
imaginaires. 

Les racines de l'équation x* -^ nx's^-^b^ ne différent 
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de celles de Féqaation x* — r «a? = -— 6*> que parce 
qu'elles sont affectées du signe •— ; mais leur grandeur 
s'obtiendra toujours par la construction que je viens 
d'indiquer. - * 

74* I^ains l'application de l'Algèbre à la Géométrie, le 
signe — s'interprète en général comme à l'égard des 
nombres, en renversant d'une certaine manière l'énoncé 
de la question, ou en prenant les lignes qui en sont affec- 
tées, dans un sens contraire à celui où on les avait sup- 
posées d'abord. 

Avant d'aller plus loin , je dois rappeler que les quan- 
tités négatives tirent leur origine des soustractions qui 
ne peuvent s'effectuer dans l'ordre où elles sont indi- 
quées, parce que la quantité à retrancher se trouve plus 
grande que celle dont on doit la retrancher. On recon-" 
nait par cette circonstance qu'il y avait erreur dans 
l'énoncé de la question, ou au moins dans son applica- 
tion au cas particulier que l'on a eu en vue ; et en re- 
dressant cette erreur , c'cst-à-dîre en modifiant l'énoncé 
de manière à rendre possible la soustraction qui n'a pu 
s'exécuter, on parvient à un résultat positif; mais pour 
certaines questions , pour toutes celles qui mènent à des 
équations du premier degré, par exemple, on n'a pas 
besoin de prendre cette peine. Le signe du résultat in- 
dique lui-même le renversement dont l'énoncé est sus- 
ceptible ; et les valeurs négatives , employées conformé- 
ment aux règles établies pour effectuer les opérations, 
sur les quantités affectées du signe — , satisfont aussi 
bien aux questions que celles qui sont positives : c*est 
pour cela que l'on a changé la dénomination de racines 
fauêtes ^ que les analystes donnaient autrefois aux ra- 
cines négatives des équations. 

C'est donc aussi par la soustraction que l'on doit ex- 
pliquer, sur les figures géométriques, les valeurs négar- 
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tÎTSS qn« PÂlgebre donne à cei*taines lignes; et pour 
soustraire une ligne d'une autre, il suffit de porter la' 
première sur la seconde, à partir de l'une des extré*- 
/ mités de celle-ci : mais il y a , sur cette opération gra<« 
pbique, quelques observations à faire, qui tiennent à la 
manière dont les lignes se décriv^ent^ 
l'ig. 3o. Soit d'abord* CDyfig. 3o, la ligne à soustraire de AB \. 
comme la première est moindre que la seconde , en por- 
tant cette première de i? en c , leur dilTérence Ac sera. 
placée à la droite du point A \ mais si l'on avait à re- 
trancher C^ZX, plus grande que AB^ et qu'on portât, 
toujours sur AB , à partir de la même extrémité B ^W 
ligne à retrancher, la différence des deux droites prq-. 
posées serait marquée en A€* y sur le prolongement de 
AB^ et serait placée à gauche du pointa, c'est-à-dire i 
du côté opposé au résultat Ac de la première opéra* 
tion : c'est à ce changement de situation que répond le 
signe --r.. 

Il semblerait, au. premier coupd'qeil, que l'on de-» 
vrait effectuer la soustraction indiquée sur les lignes CJy 
et ABy en portant la plus petite sur la plUs grande, car 
c'est ce que Ton fait sur les nombres, lorsqu'on ôte le 
plus petit du plus grand; mais il faut observeI^,^à l'égard 
des ligues , qu'elles sont en général employées à mar-- 
quer des distances à un certain point auquel on en rap* 
porte d'autres , et qu'on regarde comme fixe; elles pren^ 
nent donc leur accroissement par l'extrémité opposée à 
ce point, et alors la soustraction , qui, par sa nature» 
est inverse de l'addition, de laquelle résultent en général 
les accroissemens, doit s'opérer aussi en sens inverse de 
celle-là, et par conséquent en allant vers le côté oii.les. 
lignes diminuent. De là vient que si le point A sur \k 
droite AB est le point fixe dont je parle, la soustrac- 
tion de CI> ou de ClD^ doi^ s'opérer à partir du point B. 
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i 

La «sofitinuité Vies lignes et la possibilité de les prolonger 
indéfiniment dans les deux* sens ^ donne k leur égard le 
moyen d'opérer, comme on Tient de le votr, la soos* 
traction de la même manière, quoique la quantité à 
soustraire soit devenue la plus grande des deux. Yoici 
un problème fort simple , qui confirmera ce qu'on vient 
de lire. 

^5. Mener dans un triangle donné ABC , fig, 3 1 , ï'ig* 3i 
parallèlement au côté AG , une ligne D£ qui soit égale 
à une ligne donnée MN. 

Les côtés du triangle étant donnés , je ferai n 

et je prendrai pour inconnue la distance AD^ parce que 
la position ' d'une ligne parallèle à une ligne donnée 
est déterminée par un seul de ses points. En posant 
ADr=zXy î^aurai BD =0,— 4f, et les trianjgles sem* 
blables BAC et BDE donneront 



OU 
donc 



AB : AC :: bd : de , 



al h :: a — 9Vc\ 



ah — ac a{b —- c) 

*= r^— b • 

La valeur de x se construit (68) en retranchant de 
AC= A, la droite CF—c, puis tirant FD parallèle à 
CB'^ car la similitude des triangles ABC^ ADFy four- 
nît cette proportion : 

AC : AB :: af : ad^ 

b:a:^.b^c:x = ^^. 
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Si la ligâe MN devenait plus grande qUe AC^ eUe ne 
pourrait plus trouver place dans l'iatérieur du triangle 
ABÇ \ il faudrait prolonger les côtés AB et BC\ mais 
alors le point 2> passerait en jy y de l'autre côté du point 
A y et c'est précisément ce qu'indiquent le calcul et la 
construction. 

A JfiV, substituons en effet M'JN'^AC\ la quantité 
b'f-c sera négative; mais en faisant la ^ustraction des 
lignes y encore à partir du point C j comme il a été in- 
diqué dans le numéro précédent, le point F passera en 
F'y et la ligne F'IÏ ^ menée par le point F parallèle- 
ment à y^(7, ne pourra rencontrer que le prolongement 
du côté AB en D\ 

76. En général , toutes \ç& fois qu'il s'agit de distances 
rapportées à un point fixe et comptées sur une même 
ligne, ou sur des lignes parallèles, celles qui sont affec^ 
tées du signe -^ doivent se prendre* dans uii^seqs opposé 
à celles qui sont affectées du signe -{r. 

En effet, si l'on considère la situation respective de- 
deux points dont les distances à une droite quelconque 
soient exprimées par a -j- b et a — c , il est évident 
que la distance mutuelle de ces points est fr + c, puis- 
que a + b — (a — c) = i + c ; et pour les placer d« 
cette manière par rapport à une droite quelconque A^B^, 
Fig. ^^'fig' 32, il faut tirer d'abord, soit d'un côté, soit de- 
^ l'autre de cette ligne, à une distance AA'^^a , une pa*- 
rallèle ABy puis mener ensuite deux autres lignes parai-», 
lèles à celles-ci, l'une QM, en dehors des premières 
' et à une distance AQ = bf l'autre (^ M'y en dedan» 
et à une distance AQ' z=zc. Par ce moyen, tqus les 
I points , tels que M et 3Î\ placés aux rencontres des 
dernières parallèles et d'une perpendiculaire à la ligne 
A'B\ auront entre eux la distance exigée , et se trouve- 
' ront dans une situation opposée par rapport à la paral-^ 
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lële intermédiaire AB , de laquelle leurs éloignemeus 
respectifs sont marqués par + b et — c, II est facile de 
\'oîr qu'ils seraient tous deux du même côté de j4B, si 
leurs distances à la ligne -^'5' étaient exprimées par 
a -f- ^ et a + c, parce qu'alors leur distance mutuelle 
serait b — c. 

C'est ainsi que les sinus , qui sont les distances des ex- 
trémités des arcs au diamètre AA\jig, lo, et les cosinus^ Fig. lo. 
qui sont les distances au diamètre Bff ^ changent de 
signe en passant d'un côté à l'autre de ces diamètres (28). 
La tangente suit la même loi à l'égard du diamètre ^^^, 
et par la même raison. 

77. Ces considérations ne s'appliquent pas aussi im- 
médiatement à la sécante j parce que sa direction change 
à chaque instant : cependant elle n'en a pas moins -un 
signe propre à ses diverses situations, et qui se tire de 

Fexpression séc a = (g) dont le signe est le même 

que celui du cosinus (*). 

Les droites AD et Alfyfig. 25, qui représentent les Fig. aS. 
racines de l'équation du second degré a* — ax=.x^ (67) , 
quoique appartenant à des valeurs de signes diiFérens, 
ne sont pas opposées; mais s'il s'agissait de les appliquer 
à la solution d'un problème ou elles seraient considérées 
comme des distances à un point fixe, mesurées sur une 
ligne de^ direction constante, il faudrait les porter de 
différens côtés de ce point, d'après la règle du n** 76. 



(^) Oo pevit,, ce me semble, donner aac explication assez natu- 
relle deschan^cmens de signe de la sécante , en observant que cette 
ligne prend réellement nne situation opposée, lorsqu'elle atteint ia 
tangente par Textre'mite' opposée à ceHe où elle j arrivait d'abord. 
En effet, dans les arcs AM' et AM" , pour lesquels Fexpres- 
sion de la sécante est négative , ce nVst plus le rayon CM qni 
atteint la tangente iVTV^, mais le rayon oppose'. 
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En effet, le problème du n* 67, par exemple, peut 
être énoncé ainsi : 

Trouver sur la droite AB = a , un point E , tel que sa 
distance AE au point A soit moyenne proportionnelle 
entre sa distance à Pautre extrémilé B et la ligne en- 
tière AB. Les deux valeurs de Finconnue étant alors 
j4D et j4iy , la dernière, qui se trouve affectée du 
signe—, doit être portée en j^É^, au-delà du point ^, 
par rapport au point B. Cette conclusion est facile à 
vérifier, car la valeur de -^2/ répondant à — * dans 
l'équation a* — ax=x^y vérifie l'équation a* + ûf*=**> 
qui résulte du changement de + jp en — x\ et cette 
dernière équation fournit la proportion 

qui revient à 

AB + AEf, ou be: : AE^ :: ae : ab. 

Le problème suivant est encore très propre à faire 
connaître comment il faut interpréter les diverses soiii-^ 
tiens qu'offre une même équation. ^ 

Fig. 33. 78. Par un point E , Cg. 33 , placé comme on voudra 
à V égard de deux droites AB et AC, perpendiculaires 
entre elles j mener une droite de manière que la partie 
D'F'j interceptée entre les deux premières ^ soit d'une 
grandeur donnée m. 

Pour connaître la position de la ligne JJ^F* déjà assu- 
jettie à passer par le point donné £ , il ne faut qu'en dé- 
terminer un autre point, qu'on peut choisir comme on 
voudra; je prendrai pour cela Alf ^ et puisque le point 
M est donné, je supposerai connues les lignes GE et 
HE , menées de ce point parallèlement aux lignes AB 
et AC : je ferai en consiéquence 

GE=a, RE = by Aiy^y. 
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Cela posé, les triangles semblables EGiy et F'JIX 
donnent 

GJ/ : GE :: ai/ : af^ 

mais 

GU^ADf^AGz=:^AJJf -^HErzLy^b,, 
donc 

y — h\ aV.y \ ^J^ = -^. 

Le triangle FAV étant rectangle en A y fournit 
Péqnation 

qui 9 par la substitution des valeurs de Alï ^ A F' et 
I/F, devient 

et 

lorsqu'elle est développée et ordonnée. 

Cette équation monte au quatrième degré , parce que 
la question proposée a, en général, quatre solutions. 
On voit en effet , par l'inspection de la figure , que l*on 
peut remplir de quatre manières différentes les condi- 
tions du problème proposé , savoir : 

Par les deux lignes IX F et VF ^ iaenéeJs dansVangle 
droit BACj où se trouve placé le point E\ 

Puis par les deux lignes jyp* et JT^^F", menées 
dan» les angles CAB^ et BAC y adjacensà l'augle BAC, 

Il n'est pas difficile de voir que les solutions de Pan^e 
^^(7 peuvent devenir impossibles , lorsque la grandeur rn 
est au-dessous d'une certaine limite qui dépend de la 
position du point E, à l'égard des droites AB et ^C^ mais 
que lès deux, autres solutions seront toujours réelles^ car 
les lignes F'If* eXF'^iy"' peuvent passe/par le point A ^ 
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ce qui les rendrait nulles, ou devenir parallèles, l'une 
à AB, Taulrç à ^6*, et par conséquent infinies. 

Il n'est pas moins évident que la question se simplifie- 
rait, sans perdre aucune de ses solutions, si l'on prenait 
le pointiB à égale distance des droites -^C et AB-^ car il 
suffirait alors de connaître une de celles de l'angle BAC 
et une des deux autres, pour les obtenir toutes les quatre. 

Si Ton savait mener D'i^', par exemple, on en conclu- 
raitZ>*i^, en prenant AF'-=-AD' j à cause que le point 
JB serait semblablement placé à l'égard des deux droites 
^C et AB\ et l'on déduirait, par la même raison, 
jyii-pii Je jf'F'^ en prenant AF"" = ADf*. 

D'après cetle remarque, je ferai GE=JïJE, ou a=b', 
et l'équation proposée deviendra 

^4_2ay3+2ay— /re'Cj'*— 2ay+û*)=ro (2). 

On ne voit pas encore comment'elle peut être résolue 
pWs facilement que la première ; mais la relation ob- 
servée ci-dessus, entre les diverses solutions, va mettre 
la cbose en évidence. 

Les triangles I^AF et D^'AF", JTAP' et D'^'AF'^ 
étant égaux, il s'ensuit que les angles VF A et B^FA, 
jyF'A et D'"'F'"Ay sont complémens l'un de Tautre, 
et que par conséquent dès que l'on connaîtra les angles 
jyFA y JfF'A^j^iVL aura les deux autres, et toutes lés 
solutions de la question seront connues. Mais puisqu'on 
n'a de cette manière que deux solutions à trouver immé- 
diatement, il est avantageux de déterminer l'angle que 
la droite comprise entre les lignes AB et AC doit 
faire avec l'une de ces lignes, avec AB , par exemple. 

En prenant pour inconnue la tangente de cet angle, 
le triangle D^ EG montre que 

DfG y — h y — a 
tang VF A r=^ tang VEG = -^^ — -= — " • 



\ 

I. 
I 
I 
I 
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Si Ton fait-2^ = s, on aura 

a • 

y z=zaz + a, 

et sul>stî'tuant celle valeur dans l'équation (^) , il ▼ien'» 
dra, après les réductions, 

ou z-^ + ais^^i^^ __-Ja*4-2a+ I =0. (3) 

II est maintenant y isible que si la quantité tÎ satisfait 
à, cette équatioi'î , la quantité -7^ y satisfera pareille- 
ment (*); et en l'écrivant ainsi : 



«*., 



z^ -f- 22^ 4" 2«* + 2a + \ = — j a , 

on reconnaît sans ffeine qu'en ajoutant 2^ à chaque 
membre^ le premier devient un quarré parfait, 

2* + 22*^ + 2Z* + 2iZ + I+2» = (21* + S+ l)*: 

on a donc 

(2«+2+iy = j\* + 2% 



d'où 



a* 



+ z'+i=±:zy^^+i , 



ce qui revient à 



a» -I ^ "^ ■ ! ii + ï = o. 



(*) Cette équation est de celles qu'on nomme, réciproques. On 
Iroave dftns le Complément des Élémens d'Algèbre la mïioière 
d« les abaisser autant qu'il est possible; et, parla transformation 
indiquée à cet effet, la proposée se réduit sur-le-champ au second 
dfgré. 

Trigonométrie, 8® édition. 8 
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Cette équation doit être considérée comme équivalente 
à deux équations du second degré , k cause des deux 
valeurs dont le coeflSçîent deson second terme est sus- 
ceptible ; et faisant , pour abréger, \/m^ + a* = n, 
on en tire successivement 

a* H a+ 1 = 0, 

a 

a A" n 
a* 4. — ■ — z + I =0. 
a 

Si Von désigne par /, z' , ies deux rapines de la pre- 
mière , et par z" , z" , celles de la seconde , on aura , en 
vertu du dernier terme égSl à Tunité, 

iîgl^I, Z Z I, 

et comme z exprime la tangente d'^n angle, prise pour 
un rayon = I , il s'ensuit que les valeurs z et z" appar- 
tiennent à deux angles complémens Tun de Tautre, et 
qu'il en est de même de z" et /" (9), conformément à 
ce qui a été remarqué page 112. 

En résolvant les équations ci- dessus , il vient , par la 

> • 

première, 



2a 2a 



par la deuxième^ 



2a 2a 



mais 



^/(a _ nY — 4a* = \/ {n + a) {n — 'àa) , 

/(«T^Ô* — 4"" = Vij'' — à) {n + 3a) ; 

et puisque n= ^m^-^'a^ surpasse nécessairement a, 
on voit que les deux dernières valeurs de « seront tou- 



I 
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\ovLTs réelle, tainiis que les denx premières deviendront 
imaginaires lorsqu'on aura 71 <^3a. 

Avant de parvenir à ce tw^me , te mêmes valeurs 
deviendront égales si » = 3a , c'est - à - dire si 

\/m* •+• a* =; 3« ; et faisant évanouk le radical, on 
obtient 



I wia i ^a „__ <N^« 



d'où 

i»* = 8a*, ou m » V^Sô* ss: -ia ^/î, 

ce qui prouve qu'on ne pourra mener dans l'angle BjiC, 
par le point ^, aucune droite moindre que 2a V/â. 

La quantité n étant alors y 8a* -f- a' =:â 3ct ^ l«s 
deux premières râleurs de % deviennent égalés à i, 
et les deux autres sont — 2 ±: {/3. Il suit de fe que 
les deux lignes Z>'/?'' et D"F^ se confondent, en fbrjteant 
avec jiB un angle de o?,5. 

Dans le cas géûéral , si l'on fait 
t^ (a — ")• — 4 ^= V^C» + «)(«— 3^ =/;, 

il viendra, pour les quatre valeurs de «, 

. aa ' 2a ' 

^«r_ ^ + » — g ^f,/,_ g + ^ + g^ 

2a ' " 2a * 

' Connaissant les tangentes a', «",«"'> «"", on en con- 
clura les valeurs de j^, au moyen de l'équation 

yz=:.az + a (p%ge 11 3). 

Ces valeurs seront respectivement 

8.. 



X 



Il6 APPLICATION DE l'aLGÈBRE 

• 4. 

2 ' 2 ' 

2 2 

2 2 

Elles se construiront aisément; car la quantité n est 
Phypoténuse d'un triangle rectangle dont les côtés sont 
a et m, les lignes p el q s'obtiennent aussi par les 
triangles rectangles (69) , ou par les moyennes pro- 
portionnelles (70); et lorsqu'on aura les longueurs 
des quatre droites ci-déssus , les points D' , 2>" , t/" y 
Z)"" ,^ seront donnés (*). 

79. Au lieu de prendre pour inconnue l'angle que 
doit faire avec AB la droite demandée ; on eût. pu 
chercher à déterminer la distance entre le point donné 
E et le point K, milieu de la ligne lOF^ pour en con- 
clure iyE. En faisant EK=^ , et posant ; pour abréger , 

jyK = t'K = — 3= /, on aurait eu J 

2 ^ 

iyE=D'K+EK=l+x, EF'zrrF'K—EKzrzl^x, 



FH= y EF—Eh'' = \/{l— xY, — a\ 
et les triangles semblables UlGE , EHF' auraient 



{^) Si l'oa compare Tanalyse que je Tiens de faire des diverses 
circonstances de la question ci-dessus , avec celle que Ton trouve 
dans l'Algèbre de Bezout (3« vol. du Cours a P usage de la Marine, 
édition de 1781 , p. 334) > 01» verra combien cette dernière est in- 
complète et fautive j elle n'indique que les deux solutions rcprc* 
scntées par les lignes D'F' et D^F^, 



\ 
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donné 

« 

ce qui revient à , . » 

d'où l'on aurait déduit Féquation 

a{l—x) = il + x) ï/(/— X)* — aï, 

qui, par l'élévation au quarré et le développement, 
serait devenue 

x^ — {ni* + 3La*)x^ + /♦ — tia^P" = o ; 

» 

et pouvant la résoudre comme celles du second degré,' 
on en aurait tiré d'abord 

x*=z /* 4: a* ±: \/a^ + ^aU\ 
puis 

expressions faciles h. construire, d'après ce qu'on a vu 

dans les numéros 69 et 70. * 

Cette solution, bien remarquable par son élégance, 
est tirée de V Arithmétique universelle .* Newton l'a 
donnée pour montrer comment un heureu» choix d'in« 
connues simplifie la solution d'un problème. Celui qu'il 
a fait, dans la question qui m'occupe, lui a sans doute 
été suggéré par la considération que la distance EK 
ne peut avoir que deux grandeurs difierentes, l'une 
•relative aux solutions VF* , D'!F" , et l'autre aux 
solutions IfF'^y j^iwpm,^ ^^ ^^^ p^^ conséquent ses 

quatre valeurs doivent , abstraction faite du signe, 
être égales deux à deux. Je conclurai de là que , pour 
se déterminer dans le choix de l'inconnue , il faut 
chercher celle qui , dans les diverses circonstances que 
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peut offrir la question , subît le moins de changemens* 
80. Le petit nombre de questions résolues précédem- 
ment , saffil pour montrer comment l'Algèbre peut s'ap- 
pliquer à la solution des problèmes. On a dà reconnaître, 
par ces exemples, que l^ circonstances relatiyes à la 
situation des lignes peuvent toujours être déduites de la 
considération des triangles^ et , moyennant les propriétés 
de ces figures ^ s'exprimep algébriquement. L'art de 
former les triangles dont il s'agit, et qui résultent, soit 
explicitement, soit implicitement, des"* conditions du 
problème proposé, ne peut , comme la facilité de mettre 
en équation les problèmes numériques, s'acquérir que 
par l'habitude (*). 

Les diverses expressions construites dans ce qui pré- 
cède ne se rapportent qu'à des lignes, parce que les 
problèmes qui les ont amenées n'ont pour but que des 
déterminations de lignes , et c'est ce qui arrive le plus 
souvent, puisque la détermination des figures se réduit 
toujours à celle de leurs dimensions. Cependant il peut 
se* présenter quelques cas où l'on cherche immédiate- 
ment une aire ou un volume ; l'expression à laquelle on 
parvient doit , si elle est homogène, avoir^, dans le premier 
cas, à chaque terme de son numérateur deux facteurs 
de plus qu'^ ceux de son dénominateur , et trois dans 
le second cas. 

Par exemple, lexpression ^ ^ j — peut uesi- 

■ ■ . I . ■ . I I t . . « III . M 

(^) \j Arithmétique universelle de Newton contient une coHec-* 
tion de problèmes aussi précieuse par IVle'goQce des solaiions que 
par la variété des énonces j la Géométrie de position, par M. Car^ 
notf en renferme de très intéressans, et qui conduisent à des pro^ 
priélés de Tétcndue fort remarquables. La lecture de ces ouvrage» 
et de cçqx do Xhomus Simpson, sera très utile aux personnes qui 
voudront s^eicrcer h la résolution des questions. 
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gner aiie aire, et l expression TJTTï — ^^'^ volume (*)• 

Construire ces expressions, c'est faire un rectangle 
rlont l'aire soit éqifiyalente à la première, ^t un parallé- 
lépipède rectangle dont le Tolume ^oit équivalent à la 
seconde^ et pour cela on prépare, par l'artifice analy- 
tique du n** 68 , la première formule , de manière qu'elle 
se réduise à un produit de deux facteurs , la seconde, de 
manière qu'elle devienne un produit* de trois facteurs. 

En effet, si l'on prend 

ab*c = m^k , a?d = fn?k% rf+ = nv'k'' , 

la quantité m demeurera arbitraire, les quantités 
Al , ir', k", k", k"" se détermineront par les lignes pro- 
portionnelles , et l'on aura 

ab^c — a^d -f d^ m\t — ' 7n?e -f in?k" 



c^J^ad ~ mk'^ + mk'"* 
m\k—k' + k") _ mik- ^k' + k") 

— hr+k"" -'^^ k'^+k'" ' 

résultat qui peut être regardé comme Faire d'un rec- 
tangle dont la base serait /n , et dont la hauteur serait 
la ligne représentée par 

mik—k' + k") 
k'^ + k"" ' 
Puisqu'on est maître de prendre à volonté la ligne m, 
on peut la faire égale à l'une des quai)tités employées 
dans l'expression à construire, ou bien à l'unité, si 
l'on en a clioisi une. L'exemple ci-dessus se simplifie 
lorsqu'on prend /n := a -, il vient alors 

b'c:=za'k, d=k\ d^=^a?k\ 
c^^ak^y d=ik' 



,nn 



{*) Dans rexpression finale da n9 65, la lettre m ne doit point 
. compter, parce qu'elle oxprime un rapport et non pas une ligne. 



et 
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a(k—d + k") 

=-x \k^+d) -' 

Ce procédé s'applique facilement à la second^ expres- 
sion proposée , 

En prenant tout de suite a au lieu de la quantité ar- 
bitraire m, on fera 

et il viendra 






= a»X 



a^ + a^k" 
a{a + k — k:) 



a+k" 



a^{a+k") 

La dernière formule peut être évidemment prise pour 
le volume du parallélépipède rectangle dont la base est 
le quarré construit sur la ligne a ^ et dont la hauteur 
est la ligne représentée par 

a^a + k—k') 



a 



k" 



6t\ L'Algèbre sert non-seulement à trouver la gran- 
deur des lignes et des parties de l'étendue ^ comp;)irées 
les unes aux autres, mais elle fournit encore le moyen 
de déterminer les figures qu'affectent ces lignes , et en 
génjéral les formes de l'espace. Descartes, en remar- 
quant le premier que puisque ces figures et ces forme» 
établissent, entre des. droites, des relations de gran- 
deur, elles peuvent être exprimées par des équatioç»» 



A LÀ GÉOMÉTRIE. 121 

est parvenu à appliquer l'Algèbre à la théorie des lignes 
en général; et par cette découverte, les Mathématiques 
ont entièrement changé de face. 

Si Ton conçoit, par exemple , que de tous les points 
d'une .ligne quelconque DE,Jlg, 34, on ait abaissé Fig. 34- 
des perpendiculaires PMy P^M' , P^M", etc. , sur une 
ligne droite j4By donnée de position, et qu'à partir d'un 
point ud pris à volonté sur cette ligne, on ait mesuré les 
distances /dP, AP^ yAP'\ etc., chacune de ces distances 
et la perpendiculaire qui lui correspond, seront liées 
entre elles de manière que Funç se conclura nécessaire* 
ment de l'autre. En effet , quand la -grandeur de AP 
sera huée , la rencontre de la courbe DE avec la per- 
pendiculaire élevée par le point P, sur la ligne AB , 
donnera la grandeur de PM\ et quand on aura cette 
grandeur, que je supposerai représentée par *ab y on 
obtiendra AP en prenant sur ACy perpendiculaire 
à ABy une partie AQ:=. ab y et en menant ensuite, 
parallèlement à AB^ la droite QM qui rencontrera la 
ligue DE dans un point M , pour lequel on aura né- 
cessairement jPM= a Zr. 

Rien n'empêche d'imaginer que les lignes AP, PM 
soient rapportées à une ligne commune prise pour 
unité, et que, sous ce point de vue, elles soient re- 
présentées par des nombres ou par des lettres. Si la re- 
lation qui est entre AP et PMy entre AP' et 2^M', etc., 
peut être exprimée par une équation algébrique, cette 
équation caractérisera ïa.ligTîe DE , et en fera con- 
naître successivement tous les points; c'est ce qu'on va 
voir sur deux exemples très simples. 

82, Je prends pour le premier la droite AE yfig, 35, Fig. 35. 
menée par lé point A\ toutes les perpendiculaires PM, 
P'M! y P"M"y etc., abaissées de chacun de ses points 
sur la ligne AB, détermineront une suite de triangles 
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APM , ÂFlId' , AP"M'' , etc. , tous semblables entre 
eux , et qui donneront 

AP\PM\\ AP' : PM :: ap' : p'M" :: etc. , 

ou, ce qui revient au même, . 

PM _ P'JW' _ PMf^^ _ 
llP ~ ÂF ~ AP" ""^*^* 

La relation de toutes les distances AP aux perpendi- 
culaires PM est ici bien facile à saisir; elle consiste dans 
le rapport constant de cbacune des premières arec 
celle des secondes qui lui correspond; et si l'on désigne 
ce rapport par a ^ on aura 

PM—aXAP.P'M'—aXAP', P" l^r=aXAP\ etc. 

Toutes ces équations , qui semblent particulières a 
chaque point de la droite AEy peuvent être comprises 
dans une seule, en désignant la distance du pied de 
la perpendiculaire au point A, quelle qu'elle soit, 
par jf , et la perpendiculaire elle-même par ^, car on 
aura alors j'=ax. Cette équation, qui renferme deux 
inconnues, x ,yy ne peut donner la valeur que d'une 
seule, et cela après que l'on a fixé arbitrairement la 
valeur de l'autre : lorsqu'on assigne k x une valeur quel- 
conque APyj prend la valeur correspondante PM> Si 
l'on a, par exemple, û=i, ou trouve PM={ APy 
c'est-à-Klire qu'en, prenant PM égale à la moitié de 
APy le point M est sur la droite AE , et non*ailIeurs- 

La ligne AE ne se terminç pas brusquement au point 
A-, on doit, pour embrasser toute son étendue , la con<- 
cevoîr prolongée en AE\ au-dessous de la ligne AB, et 
à gaucho de la ligne AC. Cette dernière partie est corn- 
. prise aussi dans l'équation ^ = ax; car on peut donner 
à «, dans cette équation, des valeurs négatives, et ces 
valeurs , exprimant les distances à la ligne AC , doivent 
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être prises du côté opposé à celui oii l'on a porté les va«* 
leurs positives (76) : elles donneront donc des points tels 
que p^ placés en arrière du point A. Mais les valeurs 
correspondantes Aey étant anssi négatives , doivent être 
prises 4u côté opposé a celui où l'on a porté les valeurs 
positives, c'est-à-dire au-dessous de AB^ comme /7^; et 
il est visible d'ailleurs que , si Ap est prise égale à AP^ 
pm sera pareillement égale à PM : on tombera donc de 
cette manière sur les points du prolongement AJS* de 
la droite A£. 

83. Je considère en second lien le cercle décrit du 
point A , Jig. 36 , comme centre , et d*un rayon égal à ^'S- ^6. 
la ligne AD, Ce qui distingue les points de sa circonfé- 
rence des autres points du plan , c'est d'être tous à une 
distance du centre A, égale au rayon AD ; et par con- 
séquent , quelque part^ue l'on prenne le point M sur 
cette courbe , les droites AP et PM seront les côtés d'un 
triangle rectangle, dont l'hypoténuse A M serai égale à 
AD. En faisant donc 

AP=Xy PM=j^, AD = r, 



on aura 

et l'on tirera de là 



*'+J^* = r*5 



équation au moyen de laquelle, en se donnant x ou AP, 
on ^VLTSL, par le secours du calcul ^ et sans qu'il soit be- 
soin de construire la figure,^ ou PM , ou du moins le 
rapport de celte ligne avec le rayon. £n prenant^ par 
exemple , « = ^ r, il viendra 

y = V/^^=T^ = VR = / X ^. 

On concevra sans peine que l'on peut déduire de la 
même expiressiou; les lignes PM pour tous les points 
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de la ligne AB, compris entre A et D. Ij* équation 

y ■=. v/r* — jf* prouve aussi bien que la description 
géométrique de la circonférence du cercle , que cette 
courbe ne doit pas s'étendre au-delà du point D\ car 
pour prendre le point P au-dèlà*de celui-ci, il faudrait 
supposer x ^ AD , ou > r, et dans ce cas , la valeur 
de y devieddrait imaginaire. 

Quoique je n'aie considéré que le quadrant ED ^ 
les trois autres^ qui complètent la circonférence, sont 
compris dans l'équation ar* -f"^*= y**) car l'ordonnée^ 
ayant, pour une même valeur de x^ deux valeurs, savoir : 

+ V/r^— 1? et — V/r" — "?, 

la seconde doit être portée du côté opposé à la pre- 
mière (76), et foui*nit par conséquent tous les poînls du 
qutidrant E'D, Mais on peut aussi donner à x des va- 
leurs négatives qui doivent se porter de ^en ZX, puisque 
les valeurs positives ont été portées de .^ en Dj et à 
chacune de ces valeurs répondront deux valeurs de y : 
la valeur positive donnera les points du quadrant ED' ^ 
et la valeur négative les points du quadrant Eiy . 

84. Quoiqu'on ne tire des équations 

y=.ax^ y~±. \/r^ — x% 

que des valeurs appartenant à des points toujours dis— 
joints, néanmoins la continuité qui résulte de la des- 
cription de la ligne droite et du cercle représentés res- 
pectivement par ce$ équations , n'est point violée, parce 
qu'on peut toujours déterminer par leur moyen deux 
points aussi voisins l'un de l'autre qu'on voudra, puis- 
qu'il suffit pour cela de prendre pour x deux valeurs 
consécutives presque égales , et que rien ne limite la pe^ 
titesse de la différence qu'on peut mettre entre elles. 

85. Cette manière de représenter le cours des lignes ,<. 
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ô'esl-à-dire les circonstances de leur forme çt de leur 
.situation^ en les rapportant à une droite, par des per- 
pendiculaires, mérite la plus grande attention; on Toît 
qu'elle revient à déterminer la position d'un point quel- • 

conque, par le moyen de 'Ses distances à deuiL droites 
AB eX ACf perpendiculaires entre elles. Le point M, 
fig, 34, est en effet, déterminé lorsqu'on a les distances ^'g** ^» 
AI^ elAQ, puisqu'il se trouve à l'intersection des lignes 
PM et Ç-Jf menées par les pointis P et Q, parallèle- 
jjient aux droites AC et AB, 

Les lignes AP eiAQ, ou leurs égales, QM et PM^ 
se nomment des coordonnées' On se sert ordinairement 
du mot abscisse pour désigner celle qu'on suppose con- 
nue, et l'on donne à l'autre le nom à! ordonnée. Ainsi ^ 
clans les exemples précédens , où j'ai toujours exprimé 
les ligi^es PJ/ par les lignes AP, Piî/ était l'ordonnée, . 
et AP l'abcisse. Les lignes AB qI AC y qui déterminent 
là direction des coordonnées , se nomment les axes des 
coordonnées. 

Il faut bien observer que pour les points situés sur la 
ligne AB, la distance -^Q ou PM est nulle , et que par 
conséquent, si on la représente parj)^, on^ pour tous ces 
points,j' = o; par la même raison, on a QM ou AP , 
ou ar=o , pour tous ceux qui sont placés sur l'axe AC'^ > 
et enfin au point A, qu'on nomme l'origine des coor- 
données ^ on a en même temps 

ar==o, ^^ = 0. 

En ne donnant que les valeurs absolues de l'abscisse 
AP e\ de l'ordonnée PM, le point M reste encore indé- 
terminé à quelques égards; car on ne connaît alors que 
les distances de ce point aux droites indéfinies BB' et 
CC',fig. 37; et en conservant ces mêmes dislances, t'îg'37. 
il pourrait être indifféremment dans l'un quelconque 
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Supposant d'abord que b soit nul , on aura 



y 

ax, ou - = a : 

X 



c est-à-dire que dans toute l'étendue de la droite , le 
Fig. 35. rapport de PM à AP^fig, 35 , sera constant. Cette pro- 
priété , qui n'est que l'expression de la similitude des 
triangles APM , AP'M\ etc. , et de laquelle il résulte 

PM P'M 
que -j= = --j-~= etc., quelque part qu on prenne les 

points Py P' y etc. , sur la ligne AB^ ne peut appartenir 
qu'à la ligne droite AE y menée par le point Ay origine 
des cpordonnées. 

Le rapport -, ou le coefficiept a, dépend de l'angle 

que fait là droite AE avec l'axe des abscisses AB ; mais 
dans le triangle APM y que je suppose rectangle en P, 
le rapport de PM à AP est égal à la tangente cîe Tangle 
PAM{3o) : a représente donc la tangente de cet angle. 
En considérant l'équation j^=aji?-f-6, on voit que 
la nouvelle ordonnée j' ne difîerc de la première ,j^=aar, 
qu'en ce qu'acné la surpasse de la quantité b y d'où il suit 
que si l'on prend ADz=zb , et qu'on mène la 1 igné DF pa- 
rallèle à AEy elle sera le lieu de l'équation j' = «ar +b^ 
puisqu'on aura 

PN =PM +MN z=zPM +ADy 
P'N'= P'M' + -^^' = P'M' -f. AD y 
etc. ; 

et il faut bien remarquer que le coefficient a restera le 
même pour toutes les droites parallèles à AE. 

Il est aisé de voir que rien-, dans l'équation j^rrrajr-f-ô, 
ne liinite les valeurs que l'on peut donnera Xy et que par 
conséquent celles de j^ deviendront aussi grandes qu'on 
voudra j mais en même temps , rien ne bornant le cours. 
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âè la ligne ÔFà^^ns l'espace indéfini BACy 6n trouvera 
toujours dés abscisses et des ordonnées assez grandes 
Jwut représenter les valeurs de;y et de x qui satisferont 
à l'équation proposée. 

En faisant ar= o , on aura^ = é, et cette valeur ap- 
partiendra au point D ou la droite DF rencontre 
Paxe ^C des ordonnées. Lorsque ± sera négatif, on 
trouvera ' 

et si ax est moindre que i , ^ sera encore positif, mais 
moindre que b ou ^JD. Le cours de la ligne DF 
montre que cette circonstance ne peut avoir lieu que 
dans la partie DF", correspondante à des abscisses ^p^ 
situées du côté opposé aux abscisses jàP que j'avais 
choisies pour représenter les valeurs positives de ar; 
c'est donc de ce côté qu'il faut prendre les valeurs né- 
gatives de X, 

Pour trouver la valeur de x qui répond au point / 
où là ligne Z>F rencontre l'axe AB des abscisses, il faut 
faire ^îic=o, ce qui donne 

ax+b—Oy et x = =s Af. 

Lorsque x , restant toujours négatif, sera devenu plus 
grand que la quantité-, y lui-même deviendra néga- 
tif; mais au-delà du point/, la ligne DF se trouve au^ 
dessous de la ligne AB-^ l'ordonnée p'n tombera donc 
du côté opposé à celui oi elle était, située d'abord, et 
par conséquent les valeurs négatives de y doivent se 
porter du côté de la ligne AB, opposé à celui qu'on à 
adopté pour les valeurs positives. 

Ces remarques, qui confirment ce qui a été dit dans 
le n*» 76, ne sont pas particulières à la ligne droite. On 

Trigonométrie. 8* édition. g 
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ne saurait y faire trop d attention;, car c'e^t de l'emploi 
des quantités négatives dans les figures ^ que dépendent 
en grande partie les diverses formes qu'affectent les 
lignes courbes. 

L'équation j' =ax + b ne renfermant que deux cons- 
tantes f a et by dont la valeur particularise la droite 
que l'on considère , en la distinguant de toutb autre y îl 
s'ensuit que deux conditions suffisent pour déterminer 
cette droite. Celles qui s'offrent les premières, sont de 
l'assujettir à passer par deux points donnés , ou bien à 
être parallèle on perpendiculaire à une autre droite 
donnée > et à passer en outre par un point donné. On 
aura besoin dans la suite de connaître la forme que 
prend l'équation j^s=ax+^> pour satisfaire k ces di— 
verses conditions; c'est pourquoi je vais les examiner 
chacune en particulier. 

88. Si l'on cherche l'équation de la ligne droite qui 

passe par deux points > dont les abscisses soient a,eta\ 

"et les ordonnées fi et 0^jOn mettra successivement cl et et^ 

à la place de x, fi et^ k celle de y, et Von aura ^ pour 

déterminer aétb^ les deux équations 



fi^aet-j~ b 



:=satt'^ 6' 



'; d'où l'on Itrera^ 



b = 



M —fit 
a'fi — a$' 



•et il en résukera 



/9'— é , <ifi^cL0r 



pour l'équation de la droite dwrehée. 

On peut donner à ce résultat une forine plus simple; 
car si Fon retranche de l'équation ^ = ajc + 6 , Pune 
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des deux équations ci«dessas, la première, par exem- 
ple , b disparaîtra^ et il Tiendra 

^ — 0=sa{x — et). 

Cette dernière étjuatioa sera celle d'une droite assujettie 
k passer par le point dont les coordonnées sont « et jS^ et 
fftisant d'ailleurs avec l'axe ^B un angle quelconque : 
en y mettant , au lieu de a y la valeur trouvée précédem- 
ment, on aura 

La distance des points proposés , ou la partie qu'ils 
interceptent sur ^ droite cherchée , aura pour expres- 
sion 

cela se voit évidemment, en supposant que iV et JV^ re- 
présentent ces points; car leur distance NN* étant l'hy- 
poténuse du triangle rectangle NIUV, il s'ensuit que 

89. Pour obtenir l'équation de la ligne droite qui 

{*) L'expreMÎon de JY2V devrait, à la rigneur, être préc<fdée du 
double signe :±: j car lorsqu^on demande seulement la distance absolue 
de deux points iV^ et JV', on n'indique pas si elle doit être comptée 
du point jy yers le point y, on en sens contraire, du point IV' vers 
le pokit IV y ce qui en oh»afS^r«it le signe (74' 7^) » ^^ lequel de ces 
deux sens doit être aflècté du signe -f^.: tnais quand, sur ce sens^ 
qui est entièrement arbitraire^ on. a fait une convention, le «eus op- 
posé prend en coMëquënfcele aigne — , Soit- en eflRet jr— ^=a(ar-^a). 
Inéquation de la droite DF-^ il «'ensuit que )3'— /3=fl («'—«), et 

par ob l'on voit que cette distance IVJV' change de signe avec ol'^êl^ 
et qne le point ^ se trouve en a>rant on en arrière du point JV^ 
selon que e»f ;> on iC- qw ** 
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passerait par le point dont les coordonnées sont ât et jS ^ et 
qui serait parallèle à la ligne représentée par l'équation 
yzsza X'\'b\ il suffira de substituer a au lieu de a ^ dans 
l'équation y— /3=a(^ — et) qui satisfait déjà à la pre- 
mière condition , puisque , d'après le n° 87, le coefficient 
de X est le même dans les équations des lignes droites 
parallèles entre elles; on aura donc pour celle qu'on 
cherche 

y — fiss:a{x — a). 

Fig. 38. 90. Enfin, si AE et AI y fig^ 38, sont deux droites 
perpendiculaires entre elles, passant par l'origine A y 
et que sur l'abscisse APy on élève les ordonnées PM et 
PM y on trouve , en comparant les triangles semblables 
APM et APM y que le rapport de AP à PM est inverse 
du rapport de AP à PM y en sorte que si a est le coeffi- 
cient de X dans l'équation deAE (87) , ce coefficient sera 

- dans celle de AI. Mais les ordonnées de cette der* 
a 

nière, tombant au-dessous de ABy doivent , par le n° 76 , 

être affectées du signe — : les équations des droites AE 

et AI seront donc 

y=ax^ j^ = — -AT (*). 
Considérant ensuite les droites DF et Glly respecti- 

{*) On parvient ausiî à iie résnhat sans s'appuyer »ui le n« 76) 
^>S* %* *^^ rinclinaison des deux droites AM et AM'jfig. Sg, menées par 
Torigine A , détermine la forme da triangle compris entre cette ori- 
gine et les points iP/ et M* correspondaiiis à la même absdîsse AP^ 
triangle dont les côtes sont faciles à éalcoler, par les équations d<» 
droites,' que je, suppose 

En effet, si AP^x, on aPMsx^ax, PM'^a^x, 
MM = PJIf — Pnr = II* *. a'jt j 
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renient parallèles aux droites AE et AI^ et par consér 
^uent perpendiculaires entre elles , on trouvera pour 
leurs équations 

yz=ax + k et ^= — -* + è' (n** préçéd.). 

cl 

Si la seconde dort passer par un point dont les coor- 
données soient a et fi, son équation deviendra 

gi. Deux lignes qui se coupent ont, à leur point 
d'intersection y les mêmes coordonnées; en sorte qne 
pour trouver celles du point de rencontre des deux 
droites données par les équations 

les triangles recungles APM, APM\ doonent 

AMz=iAP-hPM=^x* + a*x*j 

aUP^ AP^ PM'^x* 4- «'=•*• 5 
et quand ces droites deyieniient perpendiculaires entre elles, le 
triangle MAM' devient recungle en A \ MM' , qui en est^ alpp 
i'faypotënnsè , doit satisfaire & r^nation 



•ft — — \ 



* 



' MM'z=:4M^AM'; 
cfue les Talenrs ci-dessus changent en. 

{ax — a'x)* = ax« ■+> a*x* + a'*x*. 
DëTeloppee , réduite et divisée par ax*, elle revient k — aa'^^^i, 

d'où l'on conclut a' = , comme ci-des-^ns 

a 

11 est bon d'observer que le ^gne — indique ici le changement que 
doit subir la figure,- quand l'angle il/ JtfiPi ' devient droit , circons- 
tance qui ne permet plus que les deux lignes AM et ^il/'iioiçnt du 
même côte' de Taxe AB , ainsi qu'on l'avait supposé d'abord j l'Al- 
gèbre opère donc sur la situation de ces lignes uji;i redressement ana- 
logue à celui qui a lieu par les solutions négatives , dans les qnes- 
û uns numériques. {Yoyezhs Elémen s d'Algèbre. ) 



l34 APPLICATIOH DE L'xi^GiBRE 

il n'y a qu'à supposer que les inconnues x ^l y ont la 
même valeur dans l'une et dans l'autre équation : ou 
aura ainsi 

ce qui donnera 

h^V a'b.— ab' 

X = -î et y = —-7 • 

a — a ^ cC'-^a 

On Yoit par ces valeurs > que le point de concours est 
d'autant plus éloigné des axes AB et ACy que la quan- 
tité a'f^a est plus petite , et qu'enfin x et ^4^viennent 
infinis ; lorsque d^=ia^ c'est-à-dire Wsque les droites 
proposées cessent de se rencontrer ^ ou sont pa^aUële^. 

92. II peut être utile de connaître la longueur de la 
perpendiculaire abaissée d'un point donné sur une ligne 
donnée ; et l'on y parviendra^n cherchant les différences 
entre les coordonnées de ce point et celles du point oji 
la droite donnée rencontre la ligne qui lui lest perpen^ 
diculaire. 

L'équation de la première étant 

celle de la seconde sera • 

si tf etjS désignent les coordonnées du point donné; mais 
on peut mettre l'équation ^^=050: + i sous la forme 
y — j8s=rfa^-f- b — i8 — aA'\'aA^ 

qui revient à 

y — ^ = a(jp — cl) -f- ^ — j8«J- û^j 

* 

et, jointe 9^ y — /S = {x — di)^ elle donnera 

tJL 

a {0-:-aci — b) - /3 — gx — b 
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Substituant ces valeurs dans l'expressioD 



/(*-*)*+(:K-^r (88), 

on aura, pour lalongueur delà perpendiculaire cherchée, 

jg — act — b 

g3. Ce qui précède conduit à l'expression du ainus^' 
du cosinus et de la tangente de l'angle que forment . 
entre elles deux droites données. Soient 

jr=ax + b, y'=zdx'\rV ^ 

\e& équations des deux droites proposées; il est évident 
que l'angle qu'elles comprennent ne changerait point 
'9i on les faisait mouvoir toutes deux parallèlement à 
elles-mémes jusqu'à ce qu'elles passassent par l'origine 
des coordonnées ; et alors leurs équations se réduiraient à 

y=^axy y^=ia'x (87). 

Cest dans (^ état que je les considérerai; et je les 
représenterai par les lignes AM et AM^fig. 4o. Ayant Fig. 4q. 
pris sur l'une d'elles un point M* dout les coordonnées 
soient désignées par et et jS, la perpendiculaire MM 
abaissée* de ce point sur l'autre ligne AM^ sera ex- 

primée par •■ ;.,i ^r=, à cause de ^saso (92); mais sr 

l'on fait AM =: r, les coordonnées du point A étant 
nulles y on aura 

I I I ' !■ I ■!!■ a^ rr- -^iirr - iii.l in i _in j... * ■■■■rrn-M^iiiim n ^ 

{'*') Cette longueur , suÎTanf ce qu'on a tu dans la note de 1h 
]^age i3i; serait susceptibia du double signe =b. En la prenant poii- 
tivement ici, lorsque /3^4i«-^ ^ , on établie que le point d'où est 
menée la perpendiculaire est au-dessus de la ligne donnée, conven- 
tion d'après laquelle cette perpendiculaire doit devenir, et devient 
en effet négative lorsque le point passe au-dessous de la ligne, parce 
qu^alors /3 «^ a« -f" &• 
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et parce que Ip point M* est sur l* ligne AM' doat 
l'équation est y=zax/\\ s'ensuivra /S = a'^ Cette ^ 
équation combinée avec la précédente , donnera 

r clr 

/8 = 



substituant ces valeurs dans celle delà perpendiculaire, 
on trouvera 

r {cf — à) 



et si l'on donne à la perpendiculaire MM le nom de 
sinus , qu'on lui a assigné dans la Trigonométrie , ou 
aura 

Vi + a* V^i+a* 
en prenant r pour rayon. . 

Si l'on retranche de r*, le quarré de cette^ expression, 

on aura celle de AM , ou du quarré- dn- cosinus de 
l'angle iRfijfilE#% savoir^ 

. (nos MAnffzsz 

et prenant la racine quarrée , il viendra 

cos MAM = — ^ : 

epfin, faisant r=i , on tirera de ces deux expressions ^ 

■MM j-mMf %\nMAM' al^'^a 

tang M 4M' ==? rmûr = —\ > • 

^ cos MAM i + ad 

J'aurais pu déduire immédiatement cette derniàre 
valeur, de la formule 
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rapportée dans le tableau de la page 33 , puîsqtie l'angle 
Mj4]kt est la différence des angles B^M' et BAM, et 
que par,consequent, si Ton désigné ces derniers' par p 
et Çf on aura . 

tang/)=a', tangy=a, et tang(i>^g)3c ^^^; 

comme ci-dessus ; mais cette formule repose sur celles 
du numéro 1 1 , obtenues par le moyen d'une construc- 
tion, et je me suis proposé de tirer des seules équations 
des lignes tout ce qui est nécessaire pour- l'application 
de l'Algèbre & la Géométrie. '. " 

94* L'équation du cercle trot^^ée dans le n° 83 n'est 
que particulière^ .parce qu'on?, a donné au centre une 
situation détermina > en le mettant à l'origine des coor- 
données. Pour généraliser. l'équation de cette courbe, 
il faut avoir l'équation du cercle DE r/S^^fig. 36, en ^'8- 36. 
prenant pour origine des coordonnées le point A" , 
placé d'une manière quelconque par rapport au centre 
A y et pour cela , il suffît d'écrire analytiquemént que la 
distance de ce centre à cbacun des points de la circon- 
férence est égale à r. Or si l'cju désigne par j?. et q ]\es 
lignes A'jf etA'A^ qui sont alors les coordonnées du 
centre A , par rapport aux axes A'B' et A!*C y et que 
l'on fasse ^Q=ar, QiJf=jK, il. vient (88) 

AM^ r= V{p^—pr + Ck — ^)* , 

d'oà l'on tire y en quarrant les deux membres et en 
développant 9 

Cette dernière équation est la plus générale que Pon 
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puisse obtenir pour le cercle; en le rapportant à des 
coordonnées rectangles : eUe ne peut être particularisée 
que par la déteripination des trois quantités constantes 
pyqttTf dont les deux premières fixent la position du 
œolre/et la troisième représente le rajon. II suit de là 
qu'il faut trois conditions pour déterminer la position 
et la grandeur d'un cercle; et c'est aussi ce qu'on a yu 
ienks Içs Élémens de Géométrie* 

Si l'on roulait déterminer le cercle qui passe par trois 
points dont les coordonnées soient 

on mettrait « ^ /, a" à la place de « ^ et iS , jS% /S' à celle 
de ^ ; on formerait ainsi les troi^ équations 

/^— 2jwi' + /)» -h /8'^ ~ ag/J' + ^* :=:? r», 
J'^^^pJ' +p* + fi"* ~ ^gff'^ Y =^ '•S 

qui ne renferment que trois inconnues, ^ayolr^p, g et r, 
$î Von retranche successsivement la première de la 
deuxième et de la troisième^ on aura, en efFaçant le» 
termes qui se détruisent, 

Ces deux équationa- ne contenant p et g qu'au premier 
degré, font yoir que le centre du cercle démandé ne 
peut avoir qu'une seule position ; et quant au rayon , 
comme on a immédiatement — — 

il n'est suseeptible que d'une seule' grandeur : on ne 

peut donc faire passer par trois points qu'un seul cercle. 

Ijcs résultats de la résolution des équations ci -dessus 
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^taot inutile» pour ce qui doit snirre, ye ne f aelièYerai 
point 9 mais je ferai remarquer qu'elle pourrait s'abréger 
par l'effet de la sjoiétrie de oes équations^ qui mené- 
raient aîsément h la coBstruetlpn donnée dau» le* Ëlé^ 
mens de Géométrie. 

g5. L'équation générale du cercle, 

se simplifie de plusieurs manières qui méritent d'être 
remarquées ; parce que les formes qu'elle prend alors 
sont employées fréquemment dans Fanalyse. 

Si l'on y fait/7=o , 5^=0, on retombe sur «•-f-J'*='^- 
Pour placer l'origine des coordonnées sur la circonfé- 
rence du cercle, il suffiï de faire jt)*+y*=V, puisque 

Ki>* + jf* exprimant la distance du centre à l'origine ; 
il s'ensuit que cette distance est alors égale au rayon y 
et l'équation p^-^-q'^zr^ réduit celle du cercle , à 

jc* — 2,px + j^*^-^ ajy = p. 

Enfin si, pour plus de simplicité, on mettait l'ipri- 
gine à l'extrémité 1/ du diamètre , le centre se trouvant 
alors sur l'axe des abscisses, son ordonnée q deyiendrait 
nulle, son abscisse j9 serait égale au rayon r, et l'équa- 
tion ci-dessus se changerait en' 

4P* — arjf +j'* = o, ou j'*5^2r;ap — 4f*. 

Cette dernière çt la première , af^+jf^zi^r*, sont celles 
des équations du cercle dont on fait le plus fréquent 
usage. 

96. Ce qui précède étant bien compris, toutes les 
questions que Pon peut proposer sur la ligne droite et 
sur le cercle se ramènent facilement ^ l'Algièbre, sans 
qq^il soit besoin de recourir k d'autres propriétés des 
figures , qu'à la relation qui existe entre les trois côtési 



l40 APPLICATION 0.E l'algèbre 

d'un triai^le rectangle C). Soit pour premier exemple, 
cette question : 

Deux lignes droites^ AE eu DE, fig. ^i, étant données 
Fig. iupar les angles qu elles /ont ai^c une troisièine AB, et 
par la partie AD qi^eUes interceptent sur cette troi- 
sième j, trouçer sur une ligne AC , perpendiculaire à AB , 
un point G^par lequel ^ menant une droite GK , paral- 
lèle à AH; la pf^rtie liK, comprise entre AE et DE, 
soit d*une grandeur donnée. 

Pour former les équations de$ droitea AE fet ED , je 
nomme a et a! les tangentes des angles EAD et EDA, 
qu'elles font respectiYement avec la droite AB\ je 
prends celle-ci pour l'axe des abscisses dont je place 
l'origine au point A y ainsi que celle des ordonnées y 
que je conçois parallèles à AC ^ et je fais AD=::m, La 
première droite aura pour équation j^s=:ajr, puisqu'elle- 
passe par le point A ; la seconde devant passer pçir le 
point Df auquel 

^ = 0(85) et xzsstcy 

sera représentée par 

en observant que l'angle EDB (tourné dans le même 
sens que l'angle EAD) étant obtus , sa tangente est 
celle de Tangle EDA prise négativement (25) : on aura 
donc ces deux.' équations 

• ^=:aar, y= — a' (* — et). 



(*) Dans les" note» qu'il a place'es & la suite de ses Elémens de 
Géométrie, M. Legendre déduit cette relation des picnvières consé- 
quences de la superposition des triangles éga^z, par un moyen très 
élégant} mais les considérations qu^il emploie pour ce)a sont n^alhen- 
reusement trop abstraites pour pouvoir servir de base à un livre 
élémentaire,' et porter dans l'cspril cfite conviction intime qni ré- 
sulte des notions reçues immédiiiteraent par les sens. 



\ 
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iPour obteitîlr lès points HetKy où le^ droites qu'elles 
rtepréseiitent rencôiiti^nt la ligne GK, parallèle à AB^ 
il suffit d'y faire y = AG\ si donc on pose AG-=i t^ 
on aura 

tz=ax, ^ tes — iz' (* — ae) ; 

prenant là valeur de x dans chacune de ces équations, 
il Tie&dra 

a a 

Ces exf^ressions sont celles des abscisses Ah et Ak, dont 
la différence donne hk=zHKy à cause des parallèles ; 
et désignant par m la grandeur que doit avoir HK y on 

trouvera 

aa — / t 

m — 7 — — -, 

a a 

.d'où l'on tirera 

cui'm = ùMa "^at — a't , 

* 

et par conséquent 

(at — m) au 

Telle est la valeur de AGy qui satisfait à la questioil 
proposée. 

y 

97. Je suppose qu'au lieu de donner à la ligne HK 
une grandeur connue, on demandé qu'elle soit égale à 
la ligne ^^G, ce qui revient à inscrire un quarré dans 
un triangle (66). Dans ce cas, au lieu d'égaler à 771 l'ex-* 
pression de BK^ il faudra l'égaler à ^, ce qui donnera 



a 



'd -' 



d'où l'on déduira 



dbod ' 



^ I 
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g8. Soit encore le problème suivant , déjà résolu aa 

Fig. 33. n® 78 : D'un point E , fig. 33 ^ placé comme an voudra^ 

mener une droite de manière que la partie D'F^ de céiûe 

droite j interceptée entre deux lignes qui forment entre 

elles un angle droit BAC , soit d'une grandeur donnée m 

Si A et iS désignent les coordonnées du point donné E^ 
y — ^zsz'-'a {x — et) sera l'équation de la droite EIX ^ 
menée par ce point. Pour obtenir la longueur de lyp il 
suffît de déterminer AD^ et APy c'est-à-dire la yaleur 
de y lorsque 0:=: o , et celle de x lorsque yzzio, hypo- 
thèses qui fournissent tes équations 

y''-^^z=.aA^ — iS = — a(.r— «)^ 
desquelles on tire 

y=zfi + aA = JEy, ar = — ï- — ssAF*', 



et comme FT/ = ^ AJJl + AF^ il en résulte 

posant F'r/z=^mf et élevant au quarré pour faire dis- 
paraître le radical , il vient 

Cette équation étant développée et ordonnée par rap- 
pwrt à la lettre a, se change-en 

a4 + _.«i4. _ ,a*-^-a + -^o, 

et monte ^ comme on Toit, SX£ (Quatrième degré; mais si 
l'on fait &=Aj c'est-è-dire st l'on prend le point JE à 
égale distance des deux axes AC et ABy elle devient 

a* -f- aa^ -| ; — a* 4" ^*«* 4- ï =0* 
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et rentre dans l'équation (3) du n° 78 , lorsqu'on change 
a en 2 et « en a. 

99. Je Tais appliquer maintenant à la recherche des 
principales propriétés du triangle , les formules que j'ai 
trouvées poiir la ligne droite^ Je prends, à cet effet, 
deux points il/ et M', fig, fyi , formant , avec l'origine A . Fig* 4*' 
un triangle quelconque \ je désigne les coordonnées du 

premier. point par ^ 9 /^) 

celles du second par ...... a', jS' : 

les distances AMy AM' ^ MM ^ qui forment les côtés 
de ce triangle, seront, d'après le BUméro 88 , exprimées 
respectivement par 



Si l'on îaAtAM^c, AW =zc', iUfilTcrsc", on aura 
les équations 

et si l'on retranche la dernière de la somme des deux 
premières, il viendra 

c» + c'* — c"^ =x 2 (,«' + ^^') , 

d'o& 
Les équations des lignes AM et A9f seront 

le cosiniis de l'aigle qu'elles forment entre elles aur^i 
pour expression (^} 
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( 



En faisant le rayon r=i , comme! celui des tables de 
sinus, et substituant à la place des quantités tt»4-i8*, 

«'* + ^\ flta' + iSiS', leurs yaleurs c% c'% >:--î- — - , 

il Tiendra 



cos ilf ^ Jlf ' = 



^dc 



relation entre les trois côtés du triangle MAM et l'un 
de 9ià% angles. Si Fon fait attention que cet angle MAM* 
est opposé au côté MM''=' c" ^ on en conclura pour les 
angles JMTiit ^ AM'M ^ respectivement opposés aux 
côtés AM'^ic'\ AM:=Ac^ les relations 

cos AM3rz=s — : j, , 

cos AMM = — : — T-^ — ■' \ 

puis désignant par y*, y', y, les angles MAM\ AMM^^ 
AiRÏMy on aura les trois équations suivantes : 

c» + c'* — 7,ec cos y" = c"^\ ^ 

c* + c"* — ncc" cos y = c'4 ^ (A). 

c'* + c^« -r. 2cV' cos y = c» j 

Si l'on ajoute ensemble la première et la seconde , 
puis la première et Ta troisiènfe ^ puis la seconde et la 
troisième, on obtiendra trois résultats qui deviendront 
i^espectivémènt divisibles par 3c, ne' y 2c^, lorsqu'on 
aura effacé les termes communs au^ deux «jiembrea 
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de chacun ; et qui donneront ainsi 

c — c' cos y" — c' cos y' = o \ ^ 

c^ "^c cos y"— c" cos 5/ =; o > (B). 



c** "^c cos y' — c' cos y 



=;! 



Il est bon d'observer que ces éqttationâ s'obtiennent 
immédiatement en abaissant successiyement de cbaque 
angle du triangle , une perpendiculaire sur le côté op- 
posé y et calculant les segmens de ce côté. 

On a dans la figure i4> 

AD = AB cos A^ CD = BC cos C, 
AC= AD + CD = AB cos A + BC cos C. 

Faisant AC:=c, AB = c' ,BC—c\ Az=zy\Cz=,y\ 

il viendra 

I 

c=c'cosy"+c''cosy', ou c-^c QO%y" — c"cosy'==:o. 
On parviendrait de même aux deux autres équations (6). 

1 00. Quoique ces équations soient au nombre de trois , 
elles ne peuvent cependant faire connaître les côtés 
lorsque les trois angles sont donnés; car si l'on cherchait 
les valeurs de Oj c, c"^ au moyen des expressions gêné* 
raies des inconnues déterminées par trois équations du 
premier degré > on trouverait o , à cause que le terme 
connu manque. Mais ces. mêmes équations se changent 
en ' 

I — p cos y' — q cos y' = o , 
p — cos y" — y cos y =3 0, 
jT— cosy'— /îcosy =0, 

c' c" 

lorsqu'on fait — :=/>/—= 9; elles donnent alors ie 

c c 

rapport des côtés du triangle proposé , et il reste de 
plus une équation de condition, qu'on obtient en éli- 
minant p eiq. Cette équation est 

Trigonométrie, 8* édition. 10 



^ 
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1 — cos^'**— cosy*— co8>* — acosj^'cosycos^ïûro, 
et son premier membre est précisément le dénominateur 
commun des Taie urs des inconnues CyC , c" , déduites 
des expressions générales citées plus haut. Eu égalant 
cette quantité à zéro , les valeurs des côtés c, c' , c" f 
deviennent f , et les côtés demeurent par conséquent 
indéterminés, comme le prouve la transformation opé- 
rée sur les équations (B). 

L'équation de condition que Ton vient d'indiquer 
renferme la relation que doivent avoir entre eux les 
^trois angles y y y' et y", pour que leur somme soit 
égale à deux droits, ainsi que l'exige la nature du 
triangle rectiligne. Pour s'en assurer, il faut dévelop- 
per l'équation cos (2^. — y*' — ^') = cos^ : on trou- 
vera d'abord , par le n** 1 1 , 

— cosiy" + y')=zcosYj 

en observant que sih 2^ = 0, et que cos 2»==^ — 1; il 
viendra ensuite 

— cos y" cos y' + sin y" sin y = cos y , 
d'où 

cos y + cos y" cos y = sin y* sin y' , 
puis 

(cosy + cosy*cosy )*=siny "^siny'^rC i -cosy ''*) ( i -cosy'*) , 

et après les réductions , on retombera sur l'équatioA 
. de condition rapportée plus baut. 

Il est à propos de remarquer que (es équations (A) 
sont , par rapport aux triangles rectil ignés , ce que les 
équations (B) du numéro 47 ^nt à l'égard des triangles 
spbériques, et conduiraient, par de simples transfor- 
mations, aux formules de la relation des premiers 
triangles. 

Fig. 4a. '^'' Pour avoir Taire du triangle MAM yfig. fyi, \\ 
faudra, du point A y abaisser une perpendiculaire AD 



• 
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sur le côté MM! qui, passant par les i^&^%,M\^M\ 
dont les coordonnées sont respectivement « et /3, «' et jS' ^ 
a pour équation (88) /. . ./ . 

.16'— /3 ^«'/S — ^« 

ou y = -7 r.«.+- — 7 r— * . 

En. cQtnparant oette dernière équation ^stted la Ibr* 
ni,v)e^c=<>4i7 *f-6>.on trouvera . . ' r «j N - > 

, . , . et; — a- k — 46 

mais en obserTaot ^<»'dans^ld numéro^' le^ lêtii^ 
tf et jS désignent }es. coordonnées d|i poipt d'où part la 
perpendiculaire, coordonnées -qui sont. nulles dans le 
cas actuel, puisque ce point, est l'origine, l'expression 
de la perpendiéulajre se réduit a , 



•;. • 



i/i+a* |/(«'--«)*+(/3'— ^)*' 



i« . »* 



et mettant c" au lieu de V^(flç' — et)* + (^' — ^)' , il 
Tiendra 

Avec ç(ettteTiiiew»oii %\a% pour l'airedu triangle MAM'. , 

T r tzp O — ' ' % 

expression bien remarquable , en cè'qu'îèlle doûïié'yairt 

de tous les triangles qui ont leur sommet an-pôinè^, au 

moyen dés coordonnées des sonimets des angles adja-*« 

cens à leur base. : i>. . > 

On peut la. cbangf r en une autre 'fsfl^ tie dépfinde que 

des .QÔtés* Four oçla,^ il faut mi^lti^iqp ej{^^ i^ll'^^tl? 

lo. , 
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deux éqnattotts' 

et retranclier dn produit le quarré de / 

4t(x! +W = ; ^ viendra 

éprenant lesraciiies quarrées , et réduisant tottsles termes 
du «econd membre au même dénominateur, on tPà/a*- 
▼era 

;et Paire du triangle MA3Ï aura pour expression 

I V4cV'» — (c^ + c'^_ c"»)» , 
dont le développement s'accorde avec le résultat du rf*64 . 
102. Si l'on conçoit maintenant uu quafrième point 
Jl/", dont les coordonnées soient «*" et ^s", et que Ton 
représente, par d?, if , û?* , les distances AMT , ilfilf*, 
MM", on aura . 

v^ + zs"- =^% . 

En développant ces équations , et substituant dans les 
deux dernières , à la placé des quantités *'*+^%ii' *+^'*, 
^It-j-jô"», leurs valeurs c', b'* et rf*, on obtiendra • ' * 

si :, pour abréger ^.osi£ait .-:,,. .,1 f. t. . 

— TT = ^.' . ^ -=^..> .. 

on aura 

Prenant dans ces équations la valeur de • et celle de ^'y 
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qm sont 

« §ld^ — 9>d^ ^„ md„ — ud; i ' 

~ li^' — -/S ' . mff—a't ' - 

pour les mettre dans m"*^ + fi''*z=zct^, en ayant égard aux?., 
équations «* -f /S* =«■, *'*+ A'* = c'* > on trouvera 

Bemplaçant ensuite les quantités àtet' + fifi^ et itiS' — «t'jS ^, 
par leurs valeurs 

obtenues ci-dessus^ et remettant 






2 2 

pour ^^1 û?^, cette équation ne renfermera plus que lés 
six distances 

u4M, AM% MM', AM", AfiRT, M'M\ 

qui forment les quatre câtés et les deux diagonales du 
quadrilatère AMM"M\ Quand les quatre côtés de ce 
quadrilatère et l'une de ses diagonales seront connus^ 
on pourra trouver l'autre diagonale. 

io3.. Si l'on voulait déterminer le point M* par les 
conditions que les trois distances AM"^ MM'\ M' M" y 
fussent égales, ce point serait alors le centre du cerqla 
circonscrit au triangle proposé^. et l'on aurait 

oe qui donnerait 

^ — ^* ^ ^'* 



1/ - . 

l'équation (C) deviendrait 

et se réduirait à 



/ 



i5a 
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V 



en mettant pour mi -f &fif sa râleur y et en observant 
que si l'on désigne par S la surface ilu triangle AMM* , 

^ale a ('oi) , on aura 



(«/3' — •'(8)» = 45«. 



On tire de là' 



rf = 



cc'c" 



45' 



expression tr^ siniple du rayon du cercle circonscrit au 

triangle proposé ; et en écrivant — et -^ au lieu de d^ 

et d^y dans les valeurs de «' et de iS'^, on les a coordon-* 
nées du centre de ce cercle. 

io4* Il ne sera pas plus difficile de trouver les coor-i 
données du centre du cercle inscrit, et le rayon de ce 
F>s* 43. cercle. Dans ce cas y le point M" y fig* 4^ > ^^ trouve au 
dedans du triangle , et dans une situation telle, que les 
perpendiculaires abaissées de ce point sur chacun des 
côtés AMy AM y MM! y sont égales entre elles. Pour 
exprimer analy tiquement cette circonstance , il suffît de 
former les équations des trois lignes ci-dessus > et d'en 
déduire, par la formule du n® 88, les longueurs des 
perpendiculaires menées du point M\ dont les coor- 
données sont «'et iS". Or ces équations sont respective-» 
ment 



\ 



jr = -^x(87), 






•I — «1 « « 

les perpendiculaires abaissées sur chacune d'elles auront 
pour expression 



\ 
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•t poarront s^écrire ainsi : 



>- 



c c 



c" 



en mettant pour les radicaux leur^ valeurs c ^o ^ c". 

Si maintenant on se rappelle que la formule qui donne 
la perpendiculaire abaissée d'un point sur une ligne, a 
été obtenue par une extraction de racine quarrée^.et 
qu'elle est par conséquent susceptible d'être prise posi- 
tivement ou négativement, on en conclura que chacune 
des expressions ci-«des8us a deux valeurs. Pour n'em- 
ployer que celles qui sont positives, il faut observer que, 
d'après la figure, la ligne A]\t s'écartant plus de l'axe 
des abscisses AB que la ligne AM , et le point M" étant ' 
compris entre la première et la dernière , on doit avoir 

^>Tîr» — />- et -7>-, 

m tt m. a, m et 

OU , ce qui est la même chose, 

d'où il suit que, pour donner une valeur positive, l'ex-- 
pression de la seconde perpendiculaire doit être prise 
avec des signes contraires a ceux qu'elle a ci-dessus. 

De plus, le point M" se trouvant au-dessous de la! 
droite MM\ dont l'équation est 



il faut que 



y = -7 — - ^ + — ? 
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^ — «» m —il • 

OU que ^ < -, «' H ;- ; 

ce qui donne 

OU bien 

condition par laquelle Tex pression de la troisième per- 
pendiculaire est posîtivç. 

Si f diaprés ces considérations^ on fait 

—— ^ ~^y Y ' 

— i,^" — li-g) — (^T - liV ) + {^ — m'&) _ .. 

et que l'on ajoute les produits ec , ecy e'ç" , il -viendra 
par les réductions ^ 

Cette équation est facile à Térifier; car les produits 
ec, e'c\ €"0" y exprimant les aires des triangles Al^fM^ 
A3ifM\MM"M y multipliées par 2, et la somme de 
ces aires étant égale à celle du triangle total AMM', dér 
signée par S, on a, comme dans le n^ loi y 

JLiorsque ^ r= e' == c" , on obtient sur-le-cbamp 

^-^c + c' + c"' 
et quand c=zc =: c", il vient 

* + * + * — — • 

c 

La première de ces expressions est celle du rayon du 
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cercle inscrit, et la seconde fait Toir qoe ai d^un point 
quelconque pris dans Vintérieur d*un triangle équila^ 
téralj on abaisse une perpendiculaire, sur chacun des 
côtés de ce triangle j la somme de ces trois lignes sera 
égale à sa hauteur^ puisqu'en prenant le côté e pour 
base, et nommant h la hauteur , on a âS= ^ cA , ce qui 
donne ^ + / -f* «*' = Zt. 

On pourrait encore tirer un grand nombre de consé- 
quences de la théorie que je viens d'exposer ; mais ce qui 
•précède suffit pour cet ouvrage ; et j'observerai qu'il 
existe pour les polygones rectilignes quelconques , des 
équations analogues aux équations (A) et (6) du nu- 
méro 99, qui s'obtiennent de la même manière, et qui 
conduisent aux propriétés de ces polygones, comme 
celles-ci mènent aux propriétés du triangle. Lagrange 
adonné, sur les pyramides, un Mémoire auquel ceci 
peut servir de préliminaire, et qu'on étendrait aux po- 
lyèdres en faisant usage des formules rapportées dans 
le cinquième chapitre du premier volume de mon Traité 
du Calcul différentiel et du Calcul intégral ('^). 

io5. La combinaison de l'équation de la circonférence 
du cercle avec celle de la ligne droite, fait découvrir les 
diverses propriétés qui résultent de la rencontre de ces 
lignes, et donne la solution de toutes les questions dans 
lesquelles l'inconnue ne passe pas le second degré. 

Soient jp* + j^ = r*, j^ — i8 =: a(^x — «0 , ces deux 
équations ; les employer à la détermination de x et 
de y , ou les considérer comiùe renfermant les mêmes 
inconnues , c'est supposer que les points auxquels ap- 

(*) Voyez aussi Ja Polygonométrie de M. THuilier, sa Polyé^ 
drométrie insérée dans Je pi^emier volume des Mémoires présentée 
à l'Institut f par des S at^ ans étrangers ; la Géométrie de pot i^ 
lion de M. Carnot , et son Mémoire sur la relation qui existe entre 
Ijies distances de cinq points quelconques pris dans Vespace. 
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partiennent les coordonnées Xjjy sont situés «n même 
temps sar la cîroonférance du cercle et sur 1» ligne 
droite proposée, o'est-à-dire sont les intersections de 
œs lignes : et en général , il est évident que , pour trou- 
Ter les points d^ rencontre de deux lignes quelconques^ 
il suffit de supposer que leurs équations ne contiennent 
que {es mêmes inconnues. 

En chassant d'abord y.^ par le mojen de sa Taleur 
prise dans la seconde équation y on trouTcra 

Cette équation du second degré, étant développée, 
donnera deux valeurs pour x, parce qu'en effet la ligne 
droite doit, en général, rencontrer le cercle eq^ deux 
points; mais on arrive à des résultats plus remarqua— 
blés , lorsqu'on prend pour inconnue la distance du point 
dont les coordonnées sont et et iS, à. l'un des points d'in- 
tersection de la droite et du cercle. Si Ton désigne cette- 
distance par 2, on aura (88)* 

d'où l'on tirera 

et mettapt pour ^— /S sa valeur a (« — «), il viendra. 

«• = (« — «)»(i+a»), 

d'o& l'on déduira 

« ^ a% 

ce qui donnera 

j « '^ , a% 

yt + a* Vi+a^ 

Su])$tituant ces drrnières valeurs dans Téquatioav 



,2 
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on la cbangera en cette autre : 

qui se réduit à 

V/ 1 -f. a* 

et qui fera d'abord connaître s, et ensuite x et^, nu 
moyen des expressions précédentes. 

11 est tisible que si le point JB, fig, 44 > ^'^ celui dont Fig. 44. 
les coordonnées sont <» et ^ , que MNM! et JE3/ soient 
le cercle et la droite proposée , a exprimera la tangente 
de l'angle EeBy et les deux valeurs dé z appartiendront 
aux droites EM et EWt. 

1 06. On sait , par la théorie des équations y que le der-^ 
nier terme est le produit de toutes les racines \ si donc 
on nomme / et %* celles de l'équation ci-dessus, on aura 

expression qui, ne dépendant point de la quantité a, 
demeurera la même quelle que soit cette quantité , 
c'est-à-dire quel que soit l'angle EeB dont elle est la 
tangente ; et comme is' et 9!' représentent les deux lignes 
EM^\ EM'y il suit de là que le produit iS/Mx EM est 
le même pour toutes les lignes menées par le point E^ 
ou, que si l'on tire une seconde sécante Eni y on aura 

EM><.EM':^EmXEm, 

d'où îl'résulte que les sécantes EM' et Em sont réci- 
proquement proportionnelles à leurs parties extérieures 
EM et Em , ainsi qu'on le prouyè dans les Élémens de 
Géométrie. • 

Lorsque le point E est en dehors du cercle, pu a 
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puisque «* +/3* exprime )e quarpé de la distance da^ 
point E au centre ^ ; mais quand ce point est intérieur- 
Fig* 4^- au cercle , comme le montre la figure ^5 , z et z" 
sont de signes différeo^^ parce que le derniei: terme 
**-+" i^* — '*' devient négatif à cause de et* -j-jS* <^ r*. 
D'ailleurs le produit JE M X J£3f demeure indépen- 
dant de l'inclinaison de la ligne MM", par rapport à jéB ; 
et en menant par le point E une seconde corde mm% on. 
^ encore 

EM X EM^=Em X Enî \ 

d'où il résulte, commie on le prouve dans les Élémens de- 
Géométrie , que les cordes d'un même cercle se coupent» 
en raison réciproque *, et l'on voit que ce théorème et le 
précédent n'en font, à proprement parler , qu'un seul>, 
puisqu'ils se déduisent de la même équation. 
£n tirant de l'équation 

,. + LL^+^,+V + /3«-,- = o, . 
V/i + a* 

l<t valeur de s, on trouve 



z 



\/i+a- 



* = . ' 

|/i+a» 

telles sont les expressions des lignes EM et E^f» 

Elles peuvent être simplifiées en changeant les coor- 
données f de manière que les abscisses x et et soient' 
Pig. 4|. prises sur la droite AE, fig. 44 ^ î^^ joint le point E 
avec le centre -^ du cercle proposé, en partant toujours^. 
de ce centre , et que les ordonnées y soient perpendir 
culaires à cette droite : on aura alors 
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, — «e+ ï/r»(i-*-a*)— a*^' 

« = - T-- ' y 

Vi + a* 

l'équation du cercle ne changera point , mais celle de 
la droite EM deviendra 

107. £n supposant jjue le point E soit extérieur au 
cercle ; on obtient 

MM' = EM' -.EM=. il^ZIÏSE^"; 

mais il est yilsible que cette ligne diminue à mesure que 
la ligne EM, tournant autour du point E, tend à sortir 
du cercle, et que les points M et jIT finissent par coïn- 
cider en iV", lorsque cette ligne n'a plus avec le cercle 
qu'un simple contact : à ce points on a donc MM'^=. o , 
et par conséquent 

r»(i +a") — a*flt*=o, 

d'oii 

r 



a 



Voflà l'expression de la tangente trigonométfvque 
de l'angle que doit faire avec la ligne AEy une ligne E^ 
menée par le point E j de manière à toucher le cercle ; 
et par conséquent la solution algébrique de ce pro- 
blème : Par un point pris hors du cercle ^ mener une 
tangente à ce cercle. 

108. Les mêmes considérations serviront aussi à dé- 
Xerminer la tangente menée par un point pris sur la 



k ■ «* 
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circonférence du e6rcle; et pour plus de généralité, 
je placerai ce point d'une manière quelconque. Eu 
désignant toujours par et et jS ses coordonnées , on aura 
par l'équation du cercle, k laquelle ces quantités doi- 
vent satisfaire, 

ce qui réduira l'équation 

et dans cet état elle se décompose en 
ses deux racines swcnt donc 

et la différence de ces valeurs , ou la longueur de la 
partie de la sécante comprise dans le cercle, sera 

Pour que cette quantité s'évanouisse , il £audra qu'on ait 

A 

4^4.jga=o, ou a = — -, 

résultat qui s^accorde avec ce qu'on démontre dans les 
Élémens de Géométrie -, car la droite menée par le centre 
du cercle etpar le point dont les coordonnées sont d et ^, 

ou le rayon JN^ aurait pour équation ^ = ^ * (87) ; 
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réqaation ^ — - i8 es a (x — a) , 'deTenant , par la valeur 
de a trouvée ci-dessus ,y — ^ = — ^(a?— <»), représen- 
tera la droite perpendiculaire à ce ray4>n | et passant par 
le point dont les coordonnées sont «t et é , c'est-à-dire 
par son extrémité N (go). 

Si l'on voulait connaître la distance de l'origine A 
des coordonnées , au point où la tangente NT rencontre 
Paxe des abscisses, il faudrait i dans l'équation de cette 
tangente, faire j^=o, ce qui donnerait 



— ^ = — 1(«— -) et x= ^'^ 



r* 



$> ' ' u et' 

4k cause de fit* + i^* = '^^ 

109. On peut, par ce qui précède, résoudre la ques- 
tion suivante •: Trousser la position que doit apoir la 
iigne EM, menée par le point donné Ë, pour que la 
partie MM' de cette ligne j comprise dans le cercle ^ soit 
xTune grandeur donnée m. Afin de parvenir à des eX* 
pressions plus "simples , je prendrai , comme à la fin du 
numéro 1 06 , la ligne AE pour axe des abscisses , et en 
•égalant à m la différence des valeurs de z , obtenue dans 
le numéro 1 07 , j*aurai 

_ 2 y/r'^ (14- g^) — aV 



m> 



y/i+a'^ 

Faisant disparaître les radicaux, il tiendra v 
m* (i 4. a*) =4r* (i 4-a^) — 4rtV, 
d*oti je tirerai 

{/ir" — m^ 

l/4ii* — 4r*+7îi'** 

et substituant cette valeur dans y = «(«-—«), j'obtien- 
drai l'équation de la droite cherchée. 



n 
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Ce n'est encore là que la solution analjtiqiie du 
problème qui m'occupe; il faut maintenant construire 
l'expression ci-dessus. Pour j paryenir y on observera 

d'abord que le numérateur ^ ^r^^'^m* exprime le 
côté d'un triangle rectangle dont ar est l'fajpoténuse, et 
m le troisième côté. On donnera ensuite an dénomina- 
teur v/4** — 4^^ 4- wi* la forme V^4** — (4^^ — '»*) » 

équivalente à V4*' — (V^4'^ — w»*)*, et qui fait voir 
que ce dénominateur est aussi le côté d'un triangle rec- 
tangle ayant pour hypoténuse 20^ ^ et pour troisième 

côté le radical V^4''* — ^ y ^^ ^^ numérateur dont je 
viens d'indiquer la construction. 

En nommant q et p les deux lignes qu'on obtiendra 
par ces opérations , j'ai 

a— , 
P 

l'équation ^ = a {x — a) devient 

et il en résulte que si l'on prend sur j4E , k partir du 
point E, une distance EF=p, et que par l'autre extré- 
mité de cette distance , on élève une perpendiculaire 
FG = q, la droite qui joindra l'extrémité de cette per- 
pendiculaire avec le point E, jouira de la propriété 
comprise dans l'énoncé de la question , puisque l'angle 

, . ç FG 

FE G aura pour tangente trigonometrique «=-=^^7^. 

1 10. Il doit être évident , d'après ce qui précède, que 
les questions de Géométrie peuvent être traitées par 
deux méthodes bien distinctes : l'une consiste à déter- 
miner les équations des lignes qui contiennent les points 
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^dherchés, en partant des propriétés de ces lignes , et 
l'autre, à déduire immédiatement de la considération 
des triangles semblables et des triangles rectangles que 
présente la figure résultante du problème supposé ré*- 
solu , en s'aidant même de quelques constructions pré*^ 
pàratoires, les relations des droites qui déterminent la 
position de ces points. 

La première de ces méthodes > quelquefois plus élé- 
gante que la seconde, est toujours plus générale; mais 
la seconde est souvent plus simple; et cela doit être, 
puisque par céUe-ci on prend les choses de moins haut, 
et qu'on part de propriétés plus voisines de celles qu^on 
cherche à découvrir (*). 

III. L*équation du premier degré n'a donn^ qu'une 
seule espèce de lignes, savoir, la ligne droite; l'équation 
du cercle s'est trouvée du second degré; mais cette 
.équation, obtenue dans le numéro 94, sous la forme la 
plus générale, n'est encore qu'Un cas particulier de ce 
même degré dont la formule est 

Ay^ + Bxy+Cx^-^Dj^ + Ex^F (1): 

il reste donc à découvrir les courbes qui répondent fiux 
autres cas de cette formule. J'observerai d'abord qu'on 
pçut, sans en diminuer la généralité, Pécrire ainsi : 



(*) Pai iracé la marche féconde et uniforme de la première de ces 
me'thodes, dans la Préface de mon Traité du Cahul différentiel et 
du Calcul intégral; et les lecteurs qui voudront en connaître plus 
particulièrement Papplication, trouveront de quoi satisfairélenr goût 
dans la 3^ édition du Recueil de diverses Propositions de Geo- 
métrie, etc.< puUië par M. Puissant, savant très recommandable, 
aàiiitenant Officier Bopàienr du coips des Ingenieurs-Gco^raphes* 

Trigonométrie, 8* édition 1 1 
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tt faisant pour abréger 

-=6, -=c, 3j_rf, ^-*, -j«/, 
il en résultera 

Le moyen qui s'offre le premier pour déterminer le» 
circonstances du cours des courbes chercliéès, c'est 
d'examiner la marche des valeurs de l'ordonnée, par 
rapport à celles que l'on peut assigner aux abscisses, 
et pour cela de résoudre l'équation ci-dé^sus , par rap* 
pctrt à^. En opérant ainsi , on trouve 

Développant la quantité qui est sous le radical , et l'or- 
donnant par rapport kx,\l viei^dra 



Faisant pouV abréger 

4y4"^*=*jP> ^e^^bdzzinj ^c-^b^izsTn^ 
on aura 

On voit d'abord que la valeur de y est composée de 
^etix parties, dont l'une, exprimée par — — , est 

2 

l'ordonnée d'une ligne droite ajant pour équation 
jr = — lô* — 5^, qui se construit en prenant sur 
Fîg. 46. Paxe AC , au-dessous de AB , Jig, ^6^ une partie 
ADsss^df et menant par le. point D, une droite DJE 
faisant du c6té des ir négatifs^ un angle DE A doi»t k 






bingéiate^dit égald h^b (87); «n sortô que ii^P étaut aty 

PJV sera — . Il est évident maintenant que pour 

avoir les points qui appartiennent à la courbe cherchée ^ 
il Dittt ^orW dans U ditectîon de PN, tant kii^défiâué 
qu'au-dessouf de la droite DE, des parties iVifeT et JUM 
égales à 

puisqu'on aura par ce moyen 

PiRf = — i(t>x + d) + i\/p — Qnx — mx^, 
PJ/=5 — i (6* + ^ — i X/p — tinx-^ 



mx^, 



La droite PiS jouit ainsi de la propriété remarquable 
de partager en deux pai-ties égales les lignes menées 
parallèlement k AC, entre deux points de la courbe 
cherctiée^ et c'est p6ttr cela qu'oti lui a donné' le HdM 
de diamètre; mais il j a cette difierence entré la ligne 
DE et les dikmètres du cercle , que ceux-ci rencon* 
trent à aligle .droit toiutes les lignes qu'ils divisent. en 
deux parties égales 9 tandis que la première les coùpè 
obliqueixbBnlf : cependant on verra bientôt que oes devx 
circonstances dérivent d'une même loi» 

• • 

112. L'équation ci*dessus se simplifierait beaucoup 
en prenant pour ordonnées les droites NM et NM^ > 
c^est-à-dirè en faisant 

bx±d 

il viendrait aWs 

twsxdij,Yp-^finx*^mx^', 

taàis les àbâôiâses JIP ne seraient plus comptées sur la 
ligne de laquelle partent les ordonnées, t^our les rame- 
mr k oet état 9 il ^ut leèr prenait sur le dianièire bE : 

it.. 
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c'est ce qu'on eSEectnera en posant DN=b , et en obser- 
Tant que si Ton tire DG parallèle à AB^ on aura 

I>Gr :=I>JVcos D =3» cos 2>. 

L'angle D est le même que l'angle Jï, dont la tangente 

I 3 

est i 6 ; son cosinus est w . ^^. = "j/l^ ^* ^^^» 

et puisque u<P = ZM?, il en résultent 



en faisanti pour abréger, 

2 



=^. 



V4+*' 
La valeur de x étant mise dans celle de t^ on troùTO 



^=.±15 Vp •— 2/îî« — ww? V , 

relation qui doit exister entre a et tj ou entre les drdites 
DN et iVilf, pour chaque point de la oourbe , et qui est 
par conséquent son équation rapportée aux coordonnées 
DNeX NM. CelleM» , quoique plus rimple que 

y + bxy + cx^ + dy + ex =/, 

est aussi générale, puisque les transformations, effec* 
tuées jusqu'ici n'ont introduit aucune condition par- 
ticulière. 

L'expression de t étant affectée en général d'un radi- 
cal du second degré , né saurait avoir de valeur réelle 
qu'autant que la quantité jo — anç^—mg'V sera posi- 
tive. L'examen de cette circonstance présoite plusieurs 
cas que je discuterai successivement. 

1 13.. Je suppose d'abord que la quantité désignée 
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par m d^ns le n® 1 1 1 ^ soit positive i et je mets Vexpres^v. 
sîonp— 27iy» — m^V sous la forme 



pour n'avoir plus à considérer que celle-ci : 



de laquelle on peut faire disparaître le terme oii s n'est 
qu'au premier degrés en prenant 

5 = z£ ÇElém. âfAlgkh. , 209) j 

et après la substitution et la réduction y elle devient 

Ponr savoir ce qu'est u, il suffit de construire sa valeur 
en « ; et l'expression 

mq jnq 

montre que Porigine des u doit être placée en arrière 

de cçUe des «, à une dialaixce ODzsi , p9r<^ 

qu'alors 

mq 
Cela fait, on a 
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et l'on yoît qae Texpressioii de t sera réelle ^ tant que 

» 

U^ ^C ; 

qu'elle sera nulle quand 



Ces dernières Taleurs indiquent donc les intersections 
de la courbe a?ec le diamètre DE^^ et en les portant de 
chaque côté du point O, à cause de leuts signes^ oit 
obtiendra les points I et f placés à ^ale distance da 
premier. 

Au-delà de ces points, la quantité 

pm -4- /** 

*. 1 — 1-. 1^* 

deyenant négative^ les ordonnées t seront imaginaires; 
ainsi la courbe n'aura aucun point correspondant aux 
abscisses plus grandes que 01 et O/^; elle sera donc 
renfermée dans l'espace compris entre les lignes IH et 
m', menées par les points / et /, parallèlement aux 
ordonnées. 

1 14- Les deux yaleurs de / en z^ ne dififérant que par 
leur signe et demeurant les mêmes, soit qu'on prenne u 
positif ou négatif, il s'ensuit qu'à l'abscisse ON':=^ON<^. 
répond l'ordonnée N^M" égale à NM' et placée en sens 
contraire , en sorte que 1^^ Mriangl^ M^JN^.Oy et M' NO 
sont égaux , et que par conséquent la droite MM" est 
partagée en deux parties égales au point O. Cette pro-» 
priété dont. le point O jouit par rapport à tous les 
points de la courbe , lui a fait donner le nom de centrt^ 
par analogie avec le centre du cercle j mais pour les 
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autres courbes j les rayons ne sont égaux que deux à 
deux , parc^ que les diamètres sont in^ux. 

1 15. La forme de la courbe que représente l'équation 
entre ^ et u se reconnaît aisément par la construction 
de cette équation ; et pour l'effectuer, je fais d'abord 






. il yieut * • 

Prenant alors J pour le rayon d'un cercle ayant son 
centre au point O y u pour l'abscisse , le facteur 

yc/^ — î? exprimera l'ordonnée de ce cercle, éle- 
vée perpendiculairement à 01. Quant au facteur 

i ymq^i il ne doit représenter qu'un rapport^ si l'on 
veut avoir égard à l'homogénéité des expressions (71); 

je le désignerai donc par -7 , et j'aurai par conséquent 
-T^tn: 1 mq% 6'* = 32^^ — ^ , d'oi je tirerai 

On Yoit ainsi que l'ordonnée JYilf sf obtiendra oi 
cherchant le quatrième terme de la proportion 

d : V :: ^/a'» — m* : t. 

Lqrsqu'oii aura déterminé la grandeur de ;(, on la por- 
lipra le long de la ligne -ftfiR/', tant au-dessus qu'au-des- 
sous 4eZP^i à cai|^ du signe ±:. 

Il est évident que la cour}>e résultante de cette oons^ 
truction sera fermée comme le cercle, et ne s'étendra 
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que dans l'espace compris depuis u-=^cl {usqa^*! 
urir^'^a'y puiscpft'au-delà de ces limites ^ le radical ^ ou 
l'ordoniijée du cercle , sera imaginaire. 

L4 plus grande Talear que puisse aYoir l'ordonnée t 
est Tisiblement celle qui répond au point O, pour lequel 
u=o ; on a dans ce cas 

prenant donc les droites OL et OU égales à h\ les 
points L et L' seront les limites de la ccfnrbe dans le 
sens de ses ordonnées /comme les points / et i' le sont 
dans celui des abscisses. 

1 16. Il est important de remarquer que si la quantité 

• représentée par a'* était négatiye, le radical V^û *— i** 
demeurerait toujours imaginaire , et l'équation proposée 
ne saurait exprimer alors aucune ligne. En remontant à 

la valeur de a'*, qui est - — ~^ — , enverra qu'elle serait 

n^ative ûp était affecté du signe - — , et qu'on eût en 
même temps pm ^ n*. 

» 

Quand y dans ce cas, pm=Tn*y il vient (i i5) a' = 0^ 

y ____ 

y = o; mais on a toujours -7 = ^ l/my*, et par con* 

m 

séquent 

équation à laquelle on satisfait en posant ^ = o^ u=o 2 
on peut donc dire que la courbe se réduit aloirs au seul 
point O^ oii ^=0, u=ro,ei que ce point est la limite 
vers laquelle tendent^ à mesure que les diam^es/^ 
et LL' diminuent , les courbes données par l'équatioi^ 
(si-dessus. 
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En élevant au qnarré les deux membres de Féquation 



elle se change en 

et en ^^ + m*q^u^ — pm — n* = o. 

Lorsque p est négatif, elle devient C 

et quand /777^^ n% son premier membre étant la somme 
de trois quantités essentiellement positives, puisqu'on 
suppose que m est aussi positive, il ne peut devenir nul 
que dans le cas où l'on aurait séparément les trois 
équations 

4m.^ = o, myM*=3 0, pi»— -Ti^sso. 

On peut satisfaire aux deux premières en faisant ^=:o, 
u = o ; mais la dernière exprime une condition sans 
laquelle la proposée est tout-à-£ait absurde. 

117. Je suppose à présent que m soit négative ; la 
quantité p-^^^nqs — mq^s^ deviendra 

p^^nq8 + mq^^=rnq^^'£^^— ^ 9 + a^y, 

on fera disparaître le terme — — s , en- prenant 

H'=zu^ ; et la quantité , qui représente ODy 

mq mq 

fig. 47, ayant ici le signe + > se portera snr la partie DFf Fig. 4?* 

affectée aux abscissespositives. On aura ainsi le centre O» 

et l'équation proposée deviendra 
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«^'V-^CfF^+'O^ 



posant ^^, ^ =±:fl^*, selon que la quantité />»»—/>* 
^ mrqr 

sera positiye on négative , et faisant toujours \ mq^ ^ 7» * 

on obtiendra 

ij 1_ 

Cette équation parait |*enfernier deux cas distincts: 
elle n'en contient cependant qu'un seul ^ car si l'onélëTe 
ses deux membres au quarré, on en déduira 

d'où a""^ — V^u^ = a'^b^*^ , 

équations qui ne différent l'une de l'autre que parce 
que f dans la seconde , a' et ^ tiennent la place qu'oc- 
cupent V et u dans la première j et réciproquement ; il 
suffît donc d'examiner ce que signifie l'une d'elles. 
Je considérerai en particulier la seconde : on en tire 

Lf _ 

l'ordonnée t se construit en cherchant une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes. 



a%y et V^w* — a'% 

dont la dernière est une moyenne proportionnelle entre 
u — a' et M + a', et nç se trouve réelle qu'autant que 



r 
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u>>a^ La oottrbe cherchée n'a donc, depuis uaso 
jusqu'à uss&cl y et depuis Ur=s^o jusqu'à u:ss^^a\ ant- 
enne ordonnée réelle; et comme u^^^al et uz=:.~^a' 
donnent également /;=o, il en résulte que cette courbe 
rencontre le diamètre DE aux points /et r, o& se ter- 
minent les abscisses 01 et Oï égales à a' ^ mais qu'elle 
pe s'étend point entre les droites IH et /-éT, 

Au-delà des points / et / ^ on a ^ ^ a' , soit positi- 
Tement; soit négatiyement y l'ordonnée / augmente sans 
cesse, et rien ne limite la grandeur à laquelle elle peut 
atteindre. D'après ces considérations j il est yisible* 
que le cours de la courbe est pareil à celui de% lignes 
Klkj K!Th' y séparées par l'intervalle /i', et dont les 
branches IK et Ihy tK! et th'y s'étendent à l'infini. 

Si l'on considérait cette courbe par rapport à la 
droite T^ y c'est-à-dire en prenant t pour l'abscisse, 
et u pour l'ordonnée, son équation donnerait 



Dans cette forme, u ne saurait devenir moindre que 
01 et Ot y et la courbe ne rencontre point son dia* 
mètre LU , Il est évident par là que l'équation 

conduisant aussi à 



y 



t=±^{/u^ + a'^y 
a 

doit appartenir à une courbe QZf, Q'-^V ^^ '^ même 
espèce que Klky K'fh' y mais tournée par rapport au 
diamètre LV des ty comme celle-ci l'est par rapport 
f^u diamètre //' des u. 
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n8. SiPonâvait a'=:oott/>m— -/»*=o(ii7)y Vexr- 
pression de < se réduirait à *= dt i \^mpïFy et doB- 
nerait les deux équations distinctes 

qui ne représentent que deux lîgnei.droites meQ^ par 
le point O. Pour les construire^ on prendra ^ jr^nté 
une abscisse OU; il viendra 

et portant ces valeurs de ^en 5 et en â^ , on tirera 
OSet^OS', qui seront les droites demandées. 

Je vais^ comparer à ces droites la courbe Klk , en 
prenant pour une abscisse quelconque ON's^u, la 
différence MJT des ordonnées correspondantes JViKf et 
NF'. La première étant exprimée par 

et la seconde par 

j'obtiendrai 

Mr^ssiquX/m^i qu |/^i/i_iL* 

V u 

La différence i— 1/ i —— deyient plus facile à 

/ ^ 

apprécier lorsqu'on développe l'expression 1/ 1 — — ^ : 



l 
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( 

ôr la racine du premier témte i , étant 1 1 on fera 



/ 



a'* 



et Ton aura 

mais' plus on supposera u considérable ^ plus la fraction 

à'* 

— sera petite, et moins la racine i +' différera de 

Punité : en négligeant donc, suivant la méthode donnée 
en Algèbre > V 2i5; §^ dans l'équation ci-dessus, on 
aura 

Pour approcher ensuite davantage de cette valeur, 

a* 
on fera «aas-— — -4- x' , et Pon calculera semblable- 

2M* / 

ment /, qu'on trouvera '— -g-j , ^et ainsi de suite (*). 
On aura donc 






d'oii Pon voit que plus u augmentera, plus MF" dimi-» 
nuera , mais sans pouvoir jamais devenir nulle. 

Il suit de là que plus la courbe s'éloigne du point O, 
plus eHe s'approche des droijtes OS et OS', sans néan-^ 

é 

(*) On peut amsi tirer ob défcloppement de la formule du 
biaome. 
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1 18. Si Fon avait a'=:o oupm— - /l'sso (1^ 
pression de ^ se rédoirait à *= dz | ^/mgV 
nerait les deux équations distinctes 



%. 



t=^^lqv 



^ 



qui ne représentent que deux lîgne%' 
le point O. Pour les construire^ c Ç. 
une abscisse OU: il viendra i -< 

et portant ces valeurs de M ^ 7 
O^Set'OA?, qui seront les /^ j^' \ 
Je vais^ comparer k c h é^ ^. ^ 
prenant pour une abf y ^ ^ ^ 
différence Mj^ des o' 
iV*/^. La première éf 



\ '« 's 






f 



î . 



ï V^TW^r». ^/i ^ 



et la seconde ^ 

/ 





a la courte 
.dut faire u& o 



j'obtiendr/ 



^ 






5 0n obtient » 



et eu portant cette 



sur DE y du côté des abscisses positives; on 
xe point/, où la courbe proposée rencontre -0** 
,31 la quantité e' est positive , on ne pourta prendra u 
que positivement ( mais rien ne limitera sa grandeur^ 
non plus que celle de ^9 en sorte que la courbe doit 
s'étendre à l'infini: de ce oété seulement^ ainsi que le 
marque la ligne /2/r. Elle serait tournée du côté oppilMé^ 




:• 



'\ 
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^*^> parce qu'il faudrait alor* prendre u 

^ \/a^u se construit en. prenant une 

^elle entre Fabsoîsse lNs=su et une 

''ultat est l'ordonnée iVil/, qu'il 

^as précédens , porter tant au- 

'tion primitive 



^riqs 



o, parde qu'alors! 

se bhànge en 

\ l'axe des b y 

^u' au-dessus de 

onant de Taxe à me- 

.Assent sur cet axe quand 

ce cas le lieu de l'équation 



l 



.es ce qui a été trouvé dans les numéros 
j, Péquatîon 

j^» 4. Ô4çy + car* + û(y + e* 5=/ 
.^^^oX prendre que l'une de ces trois formes : 

1 OU y en faisant 



les radicaux 9 



rt ^e'u 



u. 



^%0tk me m est positive, ou négative , ou nulle; elles 
^tekmdéoiatt «ais o& k i^tiaillité 4^»-^ 6% qui i^ieht ài 
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moins poa^oir les rencontrer; en socte que ces droitea 
sont les limites des parties Klk^ K!Tk\ de la courbe 
proposée 9 qui ne peuvent jamais sortir de l'angle SOS^^ 
et de son opposé par le sommet. 

119. Dans le cas oii iifts=s o , on a simplement 



SSSU'y 



tzsz ±: 5 yp — nnqa : 

on réduit la quantité qui est sous le radical à un seul 
terme , en faisant 

JL 

et par ce moyen il vient 

t^sidL^yTnqUy ou ^acsdb V^^'it, 

en représentant ^ nq par e'. On voit aisément que cett^ 
équi^tion donne / 3=0 en même temps que tfssso^ et 
Fie. 48. 9^^ par conséquent le point du diamètre DE , fig. 48 ^ 
sur lequel on a pris l'origine des u> apparti(mt à la eourbe 
chercliée. Pour trouver ce point , il faut faire ucso 
dans l'équation 

posée ci-Jessus } to obtient s sss.-^^ et eb portant cette 

quantité sur DE^ du côté des abscisses positives^ on 
aura le point /, oii la courbe proposée rencontre l^E, 
Si la quantité e' est positive , on ne pourta prendre u 
que positivement ( mais rien ne limitera aa grandeur^ 
non plus que celle de ^, en sorte que la courbe doit 
s'étendre à l'infini de ce côté seulement^ ainsi que le 
marque la lignei2/r. Elle serait tournée du côté oj^posé/ 
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si e était négatif, parce qu'il Cadrait alort prendre u 
négatiTement 

L'équation f = db \/ê'u se construit en.prenant une 
moyenne proportionnelle entre l'abseîsse IJN^sssu et une 
droite égale à /; le résultat est l'ordonnée NM, qu'il 
faut, ici comme dans les cas précédens , porter tant au" 
dessous de DE qu'au-dessus» 

Il fautremarquer que l'équation primitive 



se réduit à i:±=±l\/p^ quand 11 = 0, parce qU'aIor!( 
la courbe considérée dans cet article se bbânge en 
deux lignes droites, menées parallèlement à l'axe des s, 

à une distance \ Yp , tant au-dessous qu'au-dessus de 
cet axe. Ces deux lignes, se rapprochant de l^axe à me- 
sure que p diminue , se réunissent sur cet axe quand 
peso, et il devient dans ce cas le lieu de l'équation 
proposée, 

120. D'après ce qui a été trouvé dans les numéros 
précédens, Véquatîon 

J'* 4- *JÇK 4- c** + ûfy -f «* 5=/ 
ne petit prendre que l'une de ces trois formes : ' 

I ou ) en faisant 
t^dz^Y"^^^^^) disparaître ^i'V— a'«/«=a'*^'^ 
^ I les radicaux. 



selon que m est positive, ou négative, ou nulle; elles 
répondait' au «as ofc la qoaii^té i^r^t^, qui rèvietit ài 
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^ ( 1 1 1), et qui est de même signe que 4-^C— i?* , 

est positive y négative, ou nulle ^ elles sont comprises 
aussi dans la seule équation 

<s= dt 5 K/?— ±nqs — m^V. 

Les courbes représentées par la première , qui ren->> 
trent sur elles-mêmes , et qui comprennent un espace 
fermé de toutes parts (ii5) > sont désignées sous le 
nom SelUpsea* Celles que donne la seconde , compo- 
sées de quatre branches in6nies formant deux parties 
séparées (ii7)> se nomment hyperboUsj et les droites 
entre lesquelles elles sont renfermées (118), cuymp^ 
totes. Enfin la troisième équation est celle des para'* 
boles (iig)* 

Pour achever la discussion de tous les cas compris 
dans l'équation générale 

il ne reste plus à considérer que celui où les deux 
cœffîciens A etC sont nuls ; car quoique les transfor- 
mations opérées jusqu'ici deyiennent illusoires quand 
^=50, l'équation contenant x^^ quand C n'est pas nul> 
peut être résolue par rapport à cette quantité , et les 
formules des numéros précédens servent encore > en y 
changeant y en x el x eny, c'est-à-dire en faisant de 
l'axe des ordonnées celui des abscisses ; mais le cas oii 
Aet C sont nuls tons deux échappe entièrement à ces 
formules, parce que l'équation (i), réduite alors à la 
forme 

JSxy + Dy + JExssF, 
n'est plus que du premier deffé, ^ar rapport k cba* 
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cune des coordonnées x eXy: il mérite donc un examen 
à part. 

Je mets cette dernière équation sous la forme • 

ce qui n'en diminue en rien l'étendue, et j'en tire 

f — ex 
^ x + d' 

l'ordonnée ne devient donc jamais imaginaire. 
Si l'on fait d'abord j^ = o , on trouve 

e 

Telle est l'abscisse du point E, fig. 49^ où la courbe Fig. 49. 
cbercbée coupe l'axe des abscisses AB ^ et elle passe 
ensuite au-dessous y puisque y devient négatif quand 

a; > — . Quand 4? = o , il vient y= ^, valeur qui in- 
dique le point F où la courbe rencontre l'axe AC 
desjr. 

£n passant dans la partie négative de l'axe des x^ 
l'ordonnée y continue à croître > parce qae le déno- 
, mînateur x + d diminue par la soustraction de x, et 
devient o, lorsque xz=z — d. Dans ce cas, la valeur 
infinie qu'on trouve pour y^ montre que la courbe ne 
saurait atteindre la droite GS menée sur l'abscisse 
^G = -—(/, peppendiculairement à l'axe AB. 

Lorsque Xy continuant à être négatif ^ l'emporte 
sur d, la valeur de y cbange de si^e, mais en 
commençant par être plus grande que tell^ quantité 
qu'on voudra ; on voit donc par là qu'il y a. au- * 
dessous de AB, de Fautive câté de GS., une branche 

Trigonométrie, 8* édition. 12 
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Kt aemHaMe à KI^ mâfis aHaiit en sell» itiferse» 
c'est-à-dire se rapprochant de AB à mesure que l'abs** 
cisse aBginente négatÎTëment. 

Il reste à savoir ce que deyient y à mesure que x 
augmente, soit positivement , soit négativement; et 
pour cela , je divise par » les deux termes de l'exprea^ 
sion de ^ : il vient 

résultat qui tend sans cesse vers j^ = — « , à mesure 
que les fractions ^ et — diminuent , ou que x augmente. 

•C X 

Tirant donc, à une distance AHz=zef au-dessous de 
AB j HSf parallèle à cet axe, on aura une limite de 
laquelle les branches Ik et fk' s'approcheront sans 
cesse ; et par conséquent les parties Klk et KTk' de la 
courbe cherchée ne sortiront jamais de Tangle SOS' et 
de son opposé. 

Ce qu'on vient de voir suffit pour montrer l'analogie 
^ù'il y a entre la courbe que je considère maintenant 
et celle qui est nomnlée hyperbole; il serait même fa- 
cile de changer Féquation de celle-ci danis la proposée^ ^ 
en prenant pour axe dés coordonnées les asymptotes 
indiquées dans le n^ 118. Je ne m'arrêterai point k ces 
détails I devant revenir sur ce sujet par une métliode 
plus générale (129]. Je me bornerai à inontrer que si 
Fo'n prend , dans l'exemple actuel , des coordonnées par- 
tant du point O , oii se rencontrent les asymptotes GS 
et SS^, et que l'on fasse 
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l^iuÉîiMi proposée devient 

forme * sous laquelle on voit bientôt que les deux 
branches sont semblables. 

121. Les dernibres équations de la page 175 paraissent 
réduites à la forme la plus simple; mais les coordonnées 
n'y sont pas perpendiculaires entre elles comme dans 
les équations de la ligne droite et du cercle^ dont j'ai 
fait usage jusqu'à présent : cependant la situation des 
ordonnées est liée à celle des abscisses par la condition 
que les premières sont parallèles à la droite qui 
touche la courbe à l'extrémité de son diamètre. Pour 
s'en convaincre , il sufi&t d'observer que les points M 
et H^, fig- 4^ y 4? ^^ 4^ ' ^ confondent en un seul y au 
point /, circonstance qui forme le caractère essentiel 
des points de contact (i ^7)- ^ effets la somme des 
deux ordonnées , ou la distance des points M ^\, M ^ 

étant exprimée par *-; v/a/* — m* pour f ellipse , par 

-7-V^M* — tf'* pour l'hyperbole, et enfin ]^r a^/^w 

pour la parabole ; devient nulle au point 1 , o\jl l'on a 
u=:za pour les deux premières courbesi et 2^=3:0 pour 
la troisième* 

L*éqnation des ellipses étant symétrique par rap- 
port aux deux indéterminées ietu, de manière que 
l'expression de £^ en ^ a la même forme que celle de 
tenu, on pourrait prendre aussi les t pour abscisses, 
et les z^ pour ordonnées ^ et l'on verrait que le diamètre 
II'yfig*\^y est lui-même parallèle à la tangçnte menée Fi2.,43* 
par le point L, Les droites If et LL^ jouissant toutes 
deux des mêmes propriétés, se nomment pour cette 
raison diamètres conjugués. Il est évident que dans lé 

13., 
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cercle , les diaatëtres conjugués doivent être perpendi- 
culaires entre eux , puisque la tangente menée à Fax- 
trémité d'un diamètre quelconque lui est perpendicu- 
• ^aire : le nombre des diamètres qui jouissent de cette 
propriété est infini pour le cercle. Il n'en est pas de 
même pour l'ellipse; mais quoique, pour cette courbe, 
l'analyse précédente n'ait fait découvrir que deux dia- 
mètres conjugués, se coupant obliquement, elle en a 
néanmoins toujours deux qui se rencontrent à angle 
droit , ainsi qu'on le verra pUis bas. 

Si l'on rapproche ce que je viens de faire sur l'équa- 
qiiation générale du second ordre, de ce qu'on a vu 
dans les numéros 87 et ^, pour la ligne droite et pour 
le cercle, on reconnaîtra que l'équation d'une même 
ligne prend des formes très différentes, suivant les 
coordonnées auxquelles on la rapporte. Il peut donc 
être utile de savoir changer ces- coordonnées , afin de 
pouvoir passer à celles qui donnent pour la ligne pro- 
posée l'équation la plus simple; et je vais chercher en 
conséquence les formules générales pour changer les 
coordonnées d'une courbe en d'autres situées d'une 
manière quelconque , tant par rapport aux première^ 

qu'entre elles. 

122. Le plus grand changement qu'on puisse appor- 
ter dans le système des coordonnées , sans cesser de les 
prendre droites et respectivement parallèles à deux . 
lignes fixes, consiste à leur donner une nouvelle ori-, 
gine et d'autres directions. J'embrasserai'tout de suite, 
ce cas général, et je supposerai qu'on se propose d'ex- 
primer les valeurs des coordonnées u4P = x, PM=yj 
Fig- So.Jig* 5o , relatives aux axes AB et j4Cy par de.ux autres 
coordonnées A'^P" = t , P"M = u , rapportées aux 
axes jfB\ A^C , dont on connaît la position à l'égard 
des premiers. 
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Ayant mené par la nouvelle origine A'", lç« droites 
A^b\€t A^Cy respectivem^ïl; parallèles à ^j? et à ^C, 
les distances A A et A' A^ seront données par Thypo' 
thèse, et en les représentant^ par <£ et par /3, on aura 

AP^A'P'^AA'—Â'P''^ti, 
PMzzzFM + A'A'^P'M+fi. 

Tirant ensuite par le pied de la nouvelle ordonnée P^M^ 
les lignes P"Q et P"R, Tune parallèle à AB et l'autre à 
AC, on observera que puisque les axes A^'B" et A^C ^ 
sont donnés de position à l'égard de AB et de AC^ on 
connaît tous les angles des triangles A''P"Ry P"MQ, 
ou, ce qui revient au même, les rapports de leurs côtés 
homologues : faisant donc 
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u4'Rz=m.A''P'=s^mt, .P"Rr=n.A'P''= nt, 
P''Q= p.P''M = pu, QM==q.P"M=qu, 

d'oà Ton tirera 

A^P = A^R + P\Q = mt + puy 
P'M = P'R + QM = nt + qu, 

et enfin 

x = AP=zjfP'+êtz=zmt+pu + a, 
yr=zPM=:P'M + fi-=z,ne + qu + fi. 

Telles sont les valeurs les plus générales que puissent 
prendre les. coordonnées x et y faisant entre elles un 
angle quelconque, lorsqu'on les exprime par d'autres 
coordonnées du même genre , mais situées comme on 
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tx>udra. Voici maintenant comment on en dédiai belle» 
qui conviennent aux différens cas particaliers qski pen* 
réùt se présenter. 

1®. Si l'on supposa\t les nonveDes coordonnées paral- 
lèles aux premières , et qu'on ne fît que changer la 
position de Tôrigine , les lignes A'^C et -^C se con- 
fondraient , ainsi que jf^ff* et A'B' \ on aurait par 
conséquent 

171=1 y n=so y pzsso y g=3t^ 
et il en résulterait 

ce qu'il est facile de voir à priori j puisque alors A^P^ 
et /fP' se confondraient, ainsi que P"M et P'M. 

En égalant à zéro ou m ou ^, on conserTera dans ^ 
place f ou Taxe AC, ou l'axe AB. 

7?, Si l'on ne voulait changer que la direction des 
axes AB et ACy et qu'on laissât toujours l'origine au 
point A y les lignes ^^"iS' et jfC tombant dans ce cas 
sur AB et sur AC, on aurait en même temps 

«=0 et ^ = 0, 
ee qui donnerait 

On Yoît qu'en supposant m=si et 7* = o, d'oi îl 
résulterait x^sssi +/ï» ,^ssiquj on ferait coïncider 
la ligne A^'B^ atec j^B^ , et que par conséquent on 
n'aurait changé que la direction de l'ordonnée; on 
^roureraîfde même que a?=:m# et^r=:nf -f- w sont 
les valeurs ié x et de y, relatives au changemettt de la 
direction des abscisses, 

123, II faut observer qu'il j a entre les quantités m^ 
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4i, j> at 9 » q«ii âifÊËnàtmi de la dirsctioti ^s oonydlès 
c^oiiêmxùées , mie selation néoesaair^, «|i Joiie qu'ont 
lae.pevtles prendre toutes les «Juatre arbitiairement^ 
:<:arisl^ connaissant l'aingle des axes. primitifs ^B' et 
^"C , on se donnait encore les angles S'j^B^ et 
jCjfB'\ la position des noureaiix axes A^B" et J/'C 
«erait entièrement déterminée pc|r qes trois angfes: 
«usaî^ lorsque trois des quantités m, n^ p ^ q sont 
xx>niiues, on construit aisément les axes des deux sjs^ 
.tèmes de coordonnées. 

En effet 9 soient données m, i»et/>; on tirera d'abord 
une Ijgne quelconque, pour représenter V9J&jf0i et 
prenant sur cette ligne, une grandeur arbitraire ^Rj 
on construira un triangle jf^RP", dont les côtés A^R^ 
P^R et A'P^y soient entre eux comme les quantités m, 
n et I ; le côté P"R sera parallèle à Taxaë jtCy et le côié 
jfP" donnera l'axe A^B'. 

Considérant ensuite que si Ton prolongeait jP^/{ )usr- 
qu'à la r^MU5(mtre de A'^Cj les triangles A'^RD^X P" QM 
seraient semblables comme ayant leurs côtés parallèles^ 
et qu'on aurait A^R : A'^D :: P^Ç : P"M, ou :: /> : i , 
on Toit qaeA^D, étant déterminé par ce^te proportion , 
suffît pour acbever Iç triangle A'RD et obtenir l'autre 
axe ArC\ Le rapport des côtés A^J) et DR donnera la 
quantité q* 

Lorsqu'en passera d'an système connu de coordon- 
nées à un antre syAèise paiement connu , les quan- 
tités ^^i n^p et jT, calculées suivant leurs définitioi^y 
auront entre elles la relation dont ou vient de parler; 
mais il suit de ce qui précède , que la position de l'ori- 
gine étant donnée 9 on ne peut déterminer la direc- 
tion des nouveaux axes> de manière à satisfaire à plus 
de deux çondii^ns différentes, et que dans les expres- 
sions «= mà^pjjb •^ <t , jr ;= n« ^ yi« -f. /8, les quan- 
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,tités. S et y, t et u ne sauraient être le» coordomiéeff 
d'un même point , relatiTement à deux systèmes de 
coordonnées droites et parallèles y tant que m, jtjpetq 
seront quelconques. Voici un moyen très simple de 
trouTer la relation qui doit exister entre ces quantités. 

Si l'on mène par le point M, les droites MG et MH, 
respectivement perpendiculaires sur ^^"8' et A^B* ^ et 
qu'on suppose, connus les angles MP'B' = CA^Bf et 
MP'B"^ CA^B\ on aura le rapport de P'M à B'G^ 
et celui de P"M à P"H. Nommant g le premier et h 
le second, il en . résultera 

P'G^P'My.g et P''H=P"M><:h', 

tirant ensuite A" M y et représentant A^P' et P'M 
par X et y, les triangles obliquangles A'"P*MetA!'P"M 
4onneront v 



ArM=^P'^ P'M+tiA''P'xP'G=x''+y^:\'2gxy\ 



.fl — . 



jrMt=iA^P''+P'M+tiA''P''XP"H=t'+u*'^!àktu. 



En égalant ces deux expressions de À'^M^ il viendra 

mettant pour x et y leurs valeurs mt+pu et nt-^^qu,. 
on aura 

» 

Cette équation devant avoir lien , quelle qnô soit la po- 
sition du point M y il faut qu'elle se vérifie toujours in- 
dépendamment de ^ et de 1/, condition qui donne les 
trois équations 

mp + nq '^g(np -f- v^} = h^ 



\ 
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En chassant^ des deux prcMniëres , Id résaltat 

(m* + n^)pq — (/>* -h y*) ^fnn =-pq — 'Wî » 

exprimera, les conditions auxquelles dolyent satisfaire 
les quantités TjifTifP eiq, 

.i!24- On. suppose le plus souvent que les nouvelles 
coordonnées u et / se rqiicontrent à angle droit , ainsi 
que les premières; dans ce oas) les équations ci-dessu^ 
se simplifient beaucoup. Les angles MP ff et MP^B* 
devenant droits , P'G ou gy' et P'H ou 7m ^ s'éva- 
nouissent , en sorte qu'on a seulement 





mp -^nqzzzOy 


d'oii Ton tire 


■ 




= I — »• — y" -}- n«g» ;■ 



et à cause de mp ^^^nq, il vient 

G>mparant ce résultat avec .l'équation m^ + n^^^ij 
on trouve q:=smy ce qui donne p t=: — ^ i»; on a donc 
enfin 

en observant que les quantités m et /» dépendent l'une 
de l'autre, en vertu de l'équation ot* + ti* 3= i. 

La figure .5j , construite .pour ce cas particulier, Fig. 5i. 
fait voir que m est le cosinus de l'angle B"A^B\ que 
n en est le sinus ^ et qu'on a 
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P'M:=:P"Ii + QM = ne + mu, 
comme je viens de le trouyer (*). 



(*) Rien ne ferait plus aise que de changer , non- seulement ici, 
mais encore dans tuut ce qui précède , les dénominations des ie^tres 
m, n , ;?. et ^ , en sinus ou cosinus des angles compris entré les axes 
des coordonnées , et Ton aurait alors les formules rapportées dans 
phuienrs oorrogeSi gu'wt, 4 pubUés après les premières éditUme 
de celui-ci ; mais la notation qne )*ai adoptée al^rige les e^ne»' 
sions, et conserve mieux Pelégance analytique. GVst sans doute par 
Cette raison que Lagrange et Monge ont généralement prefcré, dans 
les transformations des coordonnées que renferment leurs écrits, 
de simples dénominations littérales , aux lignes trigonométriques, 
qne d'ailleurs Euler avait iiilroduiiesxians ces calculs, dès 174^» 

La position respective des quatre- axes qui se coupent au point 
A!'f étant déterminée par trois des angles qu'ils font deux à deux, 
on peut choisir de plusieurs manières les données de la question : la 
suivante me paraît assez simple. 

Jepose,y?^. 5oy 

ir^5'i= ^ , C'A" a— + , Cj^ïï^m , 

d'oii 



pois faisant attention qu'en verta du parallélisme des droites P'-R, 
QM et A'a, P^M et ATC, P"^ et jfB^, les angles A^RP" 
et P^QM sont snpplémens de CA^B , les angles A'^P"R et 
BTAra, MP'Ç et C'A:'B\ P^MÇ et C'A^à sont léganx, 
fauraij d'après Wji» i 39, , >. 

jfR mB^ A^a sin(a»^^) 

_ P^R _ sin BrA!*B' sîn <» 
" "^ ATP* ■" sin CA^'B' "■ iSTi' 

_P'Q sin CA'^Cf _ sin 4 
* "^ P'M ^ sin CA^B' "^ iïnli' 

_ QM _ sin CA^'B ' •_ *in (d>^4) 

^'^ P'M'^tmaA'Wr ^m • 

Il résulte de le que ^ 
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iPomr changer k la fois^ dans ce cas, Poriglne des 
coordonnées et la directioti de leurs axes^ il faudra, 
donc prendre 

en ayant égard i l'équation 

7»* + »' = I , 

et Von ne pourra disposer alors que de trois quantités 9 
sayoÎT) tiffiei Tune des quantités m, it. 



sin a» sin m 

mur ^ riii«f «fi(i»--.4) 



4 



siB m Ma m 

Il ii^cst plu besoin de coaaîd^er «001106 ëqaadoa de Condition , 
poitqa^il n'y a daos le calcnl qae lee qvaQtilét n^ceMaineft 4 ia dé*- 
termiDation des systèoBes de coordonqees. D^aiilenrs ces ^cjuatioDS 
de condition sont implicitement comprises dans les désignations de 
sinns et de cosinns, puîkqaeein a> -4- eos a" = i. 

Si Ton suppose qne Pangle OA'Bf des axes primitifs soit droit, 
cm aura sia mt=. t, «t H viendia senisnent 

afi^t cos ^4- f în 4» 
yr'sstsia^H-HCOS^* 

n est TÎsîUe qne Tangle C^ji^S^ des axes des nonvettes coor- 
âofin4$es est exprime en gëiiëral par flf^(^+4)) *''' devait ^tre 
droit en nuémè temps -qoe oelai dns axes pciniitifsy oq aurait 

Tf .^^.^^ssrfy d'oh 4 = — ^» 
sin 4 A •*- sin ^^ cos 4 ^«os^ (»3)y 

et par consëquent 

or' := t cos ^ — u «in ^, 
j^srf sin <^ + >^ ^f^ ^9 

aitisi qù^on le déduirait immédiatement de la figure 5i , oh Paxe 
A'C tombe de Tautre cM de J'axe A'C^ par. rapport I Vvxt 
A'Bfy circonstance exprimée par le changement de signe* de 
Tangle 4* 
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125. Je y«is exposer roaîntenaat.Ies simplifications 
qu'on peut apporter à l'équation, générale 

jiy^J{^ Bxy+ Cx''+ D:y + JEx^ F (i), 

par le moyen de la transformation des coordonnées , 
en ne cessant pas de les prendre perpendiculaires entre 
elles. 

Si l'on fait 

x= 7»r— 7J7/ + CI, y z=z nt "^r mu -{^ ^ ^ 

le résultat delà substitution de ces valeurs dans l'équa- 
tion (i) sera encore une équation complète du second 
degré ^ ^u e\ t\ mais comme on y aura introduit trois 
quantités arbitraires, on pourra s'imposer autant de 
conditions qiii simplifient ce résultat y égaler , par 
exemple y à zéro, les coefBciens des quantités u^, / et 2^ , 
afin de faire disparaître les termes qui en sont affectés: 
on obtiendra aloris une équation de la forme 

A'e+Cu^z=:2F\ 

semblable aux deux premières du n° 120. Cette forme 
est remarquable, i*'. en ce que les deux valeurs de t 
étant égales et de signes différons , il s'ensuit que l'axe 
des nouvelles abscisses u est un diamètre (m); 2°» en 
ce que cbaque valeur de z^^ prise positivement et né- 
gativement , donnant les mêmes valeurs pour f , il en 
résulte que l'origine des z^, placée sur le milieu du dia- 
mètre, est le cejitre de la courbe (i i4}* 

Le calcul devient plus simple', lorsqu'au lieu d'effec- 
tuer en même temps, par les expressions ci-dessus, les 
cbangemens d'origine et/de direction des coordonnées , 
on transporte d'abord les axes parallèlement à eux- 
mêmes. Si, pour cela, on prend 
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réquatioii (1) devieiiilra • "• 

+ {!iÀfi + Éct^D)y + {2Ca + BB^E)A (2). 

Les quantités tt et fi étant toutes deux arbitraires^ on 
peut en disposer pour faire disparaître les termes affectés 
de a:' et dej^, en posant les équations 

2j& + Ba+D = o, !iCa + B0 + E=^o, (a), 

desquelles on tire 

_ BD-^ 7.AE BE'—^CD 

II ne reste plus après cela dans l'équation (2), que 
les termes affectés de j^*, arV > J?'*, et des termes in- 
dépendans des coordonnées x' et y y ces derniers se 
réduisent^ à Paide des équations (a). En effet , multi-* 
pliant la première de celles-ci par iS, la seconde par «, 
et retranchant leur somme de l'équation (2) y aprëp j 
avoir supprimé les termes qui doivent s'évanouir ; il 
viendra 

^y^^Bxy+ Cx*—J&^—B*fi— Cm^^F. . . (3) . . 

Je place à présent les axes des coordonnées dans une 
nouvelle direction y mais toujours à angle droit ^ en 
prenant (n* précédent) 

a;' = mt ^^nïij y z=znt-^ mu* 

et ces valeurs étant substituées dans l'équation (3) 9. la 
changent en 

[Jrî' + Bmn + C/ti*]^ . 
' + [2(^— C)mn + B {m^' — ri')] ut\ //\ 
+ [Am' — Bnm + C/i*] u* ^ '' 

^Afi^—Bufi — C0*z=zF 
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Les deux^uantités m et n ne derasi satiafirire qofi 
réqaation m* + »* = i , il ett rcate one à déterminer, 
et feu dispose pour ôter le {«odiiit ut^ en égalamt à 
Eérô son ooefficienti ce qui fournit l'équation 

'a(^ — C)m/»+^(in»— »*) = o (m)- 

Faisant ensuite*, pour abréger 

j4m*— Bmn + C»» = C, 
l'équation (4) devient 

et prend ainsi la forme demandée^ en supposant toute- 
fois qu'on puisse trouver des valeurs réelles pour m 
et Uy qui sont données par des équations du second 
degré. 

126, Ces valeurs se déduisent de la combinaison des 
équations . 

a(u<~C) !»!»+ 5 (/»• — »•) =0, 

La première donne 

B (m* — »0 
"*'*= :t{C-A) ' • 

si l'on fait -77; 5r = y> T*'^^ ^^® " quarré la 

valeur de /Jtn, qu'on en cbasse n* , au mojen de l'équa- 
tion 7»» + !»• = I , il viendra 



é é 



^♦_„.-=-_^, 



n 
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d'oàL'ôa Unefa ^ 



puis 11*=—' 



mettant an lieu de y la quantité qu'il représente ^ et 
substituant les valeurs de m^ et de n^ dans l'expression 
de mtif on trouvera ^ en n'ajant égard qu'aux signes 
supérieurs des radicaux, 



»• 



7nn=: 



i5 



Les valeurs de m «^ de n , tirées de celles de m* et 
de n% seront affectées des signes zh ; mais on voit par 
l'expression de mn, que ces signes doivent être choisis 
de manière que le produit 17m soit de même signe 
que B (*). 



•*MIH 



(*) Si 9 comme il est indique dans la note, page 186, on £ait 
S'A'Bf = ^ , on aura 

d'oîi 

inits:sin^cot^s=|sin9^ (^0 » 
m* — /i* := coa ç^ — sin ^* =s CO8 s^> 

et par cofisëquent 

IsinaA , ' mn B 

formule qui donne tout de suite Tangle que fait Taxe dea t aTcr 
celui des x. 
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£n substitoant les valeurs de m^y n* et mn , dans les 
expressions de ^ et de C^ , et en réunissant les termes 
qui ont le même donominateur, on verrai avec un 
peu .d'attention y que leur numérateur sera divisible 

par V/(C— ^)* + ^% et que 

L'examen de ces expressions conduit aux consé- 
quences suivantes. 

I*. Les quantités A^ et C sont toujours réelles. 

2**. Si A et C ont le même signe, qu'on peut alors 
supposer +,en cha;îgeant, s'il le faut, le signe de tous 
les termes de l'équation (i) (i25), A' sera toujours 
positif, et C le sera seulement quand 

C + A>yiC — Ay+B\ 
condition qui revient à 

{c+AY>(,c—Ay + B\ ; 

ouà !iAC> — 2AC + B^, 

ou à 4^C>^, 

et de laquelle il résulte que ^AC — B^ est une quantité 

positive. 

3<». Si ^ et C sont de signes dîflFérens, ou que A 
étant positif, ou rendu tel , C soit négatif , il viendra 

A' = i{A-C) + i\/W±^r±B^. 
Cz=^^{A—C)-ii^iC + Ay+B'i 

alors A' sera positif et C négatif; mais à cause du signe 

dont est affecté ^ACy la quantité ^AC — ^ est 

négative. • 



Jl suit de là q\ie le signe de C dépend de <^oi de la 
quantité 4^C^^\ - 

4**. Enfin %\ l^ACiz^B^ y il Tiendra C*^=(>y'circon$'A 
tance remarquable non*$eulenient. parce qu'elle réduit 
à A^e-^F* lat transformée u^^ + Cv^;i=^F' f mais 
encore parce qu'elle rend infinies le^ expressions de «1 
et de /S (page 189); on ne peut' donc y dans ce cas, faire 
disparaître à la' fois les termes affectés de y' et de x\ 
dans l'équation (2). 

• 12^. Pour parer à cet inconvyi^ient , je ferai immé- 
diatement dans l'équation (1)^ 

ce qui donnera . 



lAn* + Bmn + Cm^] t* 
+ [2iA—C)mn + £{m*—n'')] ut' 
+ [Ami' — Bmn + C/i*] w* 
+ {Dn + Em) t + {Dm — En) u:=zF 



(5)^ 



et je poserai l'équation 

2(yif— C) ww»+i?(i7i* — /i*)=o, . . . .(m), 

pour faire disparaître le produit ut: les Taleurs de m 
et de n, ainsi que celles des coeOiçiens de t^ et de u^^ . 
seront donc les mêmes que dans le numéro précédent^ 
etia transformée deviendra 

A't'+Cu'ri'{Dn + Em)t+{Dm—En)u=Fifi). , 

Pour achcTer de la sii^>liiier, il reste à changer l'ori- 
gine des coordonnées y en faisant 

et l'on obtiendra . . i ' - - 

» 

TrigonomJirie, 8* édition. 1 3 
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+^«'»+ C0^+(J>n+Em)A'+{Dm^En)fi^ssF] 

II est encore éyident, sous cette forme , que le terme 
affecté de u* ne peut disparaître quand C^ ==; o , car 
Péquatlon 

2(/jS' 4- Dot — i?/» = o , 

qu'il faudrait poser dans ce cas, donnerait ^ înGni; je 

disposerai donc des deux quantités arbitraires m et fi', 

pour âter le terme albcté de / et ceux qui sont indé- 

pendans des coordonnées uf et t^, ce qui entraîne les 

équations 

2yrfV 4- £>» + Emssz o, 

Faisant ensuite , pour abr^er^ 

:iCl^ + Dm — En = ^E'\ 
j'aurai l'équation 

jft'* + Cu^ — E'uf = o. 

Pour reconnaître tous les cas embrasés par celte 
transformation , il faudrait chercher quand a' et fi' 
peuvent être déterminés par les deux premières équa* 
tions posées ci-dessus; mais il suffit ^ à l'objet présent, 
de considérer le seul cas où 6^ = o (*) , ce qui réduit 

l*) Tous les aalret ëtant comprit dans l*ë^adon 
ç|ii*oii change aîsëment en 

en faisant K=tt'dby ^, et ^=^2» V/ÔÔF. 

On ponrrait anssi commencer par la dernière iransfbrme'e^ en 
passant da a* j%^9xl n^ 137. 



k second^ de cet àiiiMi.éqiiAtieiiat à 

^ V + iDn + Em)J + {Dm --En) /?— F bb o , 

et la transformée en / et u'j à 

On simplifie encore la deuxième équation entre a' et 
fiff en la retranchant de la première multipliée par <t\ 
et en oWryant que l'hypothèse 'Cs=s,o donne 

Dm — Enssz — E'i 

alors on a 

VijfA''-^Dn'^^Em9Sso'ï , 

jfiif^+E'ef+ F =0/ ^*J* 

Enfin l'hypothèse CzssOj qui répond k ^AC ss B^^ 
étant établie dans les résultats du n® précédent , les 
change en 

Lorsque Dm^^EnssOf on a ^=0, et les équa* 
tiens (a') ne renfermant plus que l'inconnue a', peurent 
ne pas s'accorder; mais par cette hypothèse ^ et en y fiai' 
sant C=sOj l'équation (6) (page ig3)^ prend la forme 

A'f' + iytzszF^ 
et ne contient plus que la coordonnée & 
1 28. Tous les cas de l'équation générale 

i3.« 
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sont donc comprit ààûa hé Xrùh tran'sfbnnéeâ ' '- • 

<••«■-• ■' . ♦ - » 

I 

]es deux derniëre$ répondant aa seul cas où 4^C==8*, 
et la'i[>rfemî^rè a tous les autres. 

t "Lesi trois formes indiquées dans le n® lao, se Re- 
trouvent^ dans lés deux premières éqûatîonii ci-déssus', 
avec la seule différence que les coordonnées sont main'* 
\tenant perpendiculaires entre elles; et pour celte rai* 
son on appelle axes les diamètres auxquels sont alor^ 
rapportées les courbes que représentent ces équations^ 
dont }e Tais rappeler les circonstances principales. 




A't^ + Cu^ = F\ 



donnant 



'=*\/ 



F— Cu* 

—T.» 



■Jt' 



appartient à une ellipse (120). ^ 

Fig. Sa. On en trouve les demi-ax£s 01 et OL,/lg. S%j en 

cherchant la valeur dé z^- lorsque ^=0 . et celle de ù, 

■ • . • 'i . 

lorsque zf=:o : on bbtiént ainsi - 

et repréiCBfânt c^s ligi^s par a" ei è», on cin cObckit 
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résultat qui est semblable à celui du n® i^5', et qui se 
construit de même. ' " 

Le cas actuel pomprexid aussi l'équation du cerde, ; 
qui se présente quand C :=z A'\ puisqu'^lors la traits- 
formée devient . , ^ 

' F' ■ 

. :^(/'-H**>=F', où .<• + »• =-3,' 



J » 



et que le9 coordonnées sont à angle droit/ ' ' 

X'équation J^'^* + C'm*=F' devient at^sprde <}uand ^^ 
A^ et C demeurant positifs , F' est négatiye ; . mats . 
elle peut se vérifier en faisant ^ = o^ z«==:o^ lorsque 
/î^csso, fet ne représente alors que le poipt o£i est 
pQrîgîne. des coordonnées : jc'est l'ellipse réduite à ison' 
centre (ii6). En mettant daiis la valeur de /^ (pa^. igo)* 
celles de « et de /S, on exprimera sans peine, par" les 
coeffîciens de l'éqi^ation (i), la condition qu'elle doit 
remplir pour ^gnifier quelque 'chose/ 

g^^Si ^,' ,e^;Ç' sont de signes différent , joe qui rc*^, 
pond ^au cas oîi l^AC . — B^ a le signe —, réqi^ation 
en t et u prend nécessairement une de ces formés : 

/ A't^^Cu^^F':^ 

aU^^Cu^^ — P', 

et si Ton meV-pwr'.^^C ejt C leurs vajieiLits tna, ft ^/ ; 



it Tient, aprës les rédactions^ 

©• «r • • a' I ' • 

»— ^•=»— * *=±-i/«»— a*. 

OU u 

Ces âeoz équations appartiennent à des hyperboles 
(120); mais la première est traversée par Taxe des i 
et noA par celui des u^ parce qu'on ne peut y faire 
Sss o : le contraire a lieu pour la seconde. 

II faut remarquer que quoique la valeur /=)^-— â', 
qui répond à z^=o, dans la fecoi^de, soit imaginaire, 
Fig. 53. on ne laisse pa9 d'éleyer au centre Qpfig.SZ.^ une per- 
pendiculaire OLss ^b'^zszb, et que, par analogie 
avec l'ellipse, on appellei second ave la ligue Lfl 
double de 0L\ mais ou en distingue , par le nom Saxe 
ttaneverse^ la ligne IT qui rencontre la courbe, ce que 
ne saurait faire la ligne LL'. 

Lors^e (y=. Af les axes deviennent égaux, et Fby- 
perbole est équilatère» 

Il est visible que quand F^z=q, les équations de 
Pbyperbole se réduisent à ) 



jf^ — Cu*:=Oy ou *=±:m 



€t ne repiéseBtent plus que deux ligues droites (i 18}. 
3*. Quand on a 4^C==s ^*, la transformée étant 

jfi^zzzEu', ou il^1ic\J^u\ 

m 

appartient à une parabole qui rencontre son eixelBj 
Fig. 54. j^. 94/^ Vorigine désordonnées f et i«'v ' 




Quand JEfszo et que les équations (a') (page igS) 
g'accordenti il vient /tfY'ssâo, résultat qui^ donnant deux 
fois /=o, indique Tai^e /? sur lequel les branches do 
la parabole tendent à se réunir lorsque Ef diminue* 

La dernière transformée 

ne donnant aussi pour t que deux TalefU'S déterminées» 
indique deux droites parallèles à l'axe des u. 
Enfin il est à propos de remarquer que Féquation 

A'e' 4- Cu'^ -T E'u' =0(127), 

est commune à Fellipse, à Fhjperbole et à la parabole; 
on a la pi^mière de ces courbes quand Jt ^<f wtA do 
même signe, la seconde^ lorsqu'ik sont de signes 4i£M 
lërenSy et la troisième, locsque Cs^ o« 

Le point sur lequel se trouve Torigine des coordon-^ 
nées étant placé à l'une ie^ extrémités de Paxe, se 
nomme le sommet. Dans Fellipse et dans l'hjrperbole, 
il y a deux sommets marqnés J et 1% ^^5» et £3; la 
parabole n'en ayant qu'un seul, fig, 54, n'a point de 
centre , et c'est pour cela que son équation ne saurait 
prendre la forme 

i2ft^ JLprèsatoiri«oonnttpar les formules des nuteéros 
précédens, à quelle espèce de lignes se rapporte tel cas 
particulier qu'on voudra de l'équation générale , on a 
encore besoin, pour tracer cette ligne, d'établir les 
axes des coordonnées de la transformée, par rapport 
aux axes primitifs, et de construire \e^ quantités ^, 
C, F' ou, £' }> (f eat .à quoi le lec^out tant aoit peu ha- 
bitué k particulariser ^des form|Jes générito,,ne saû- 
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çait:éproiiver ie difficulté : aiusi'je ne pense pas qu'il 
«oit nécessaire , pour des opérations qui ne sont point 
<lc celles qu'on pratique soUTent, d'entrer dans une 
énumération de règles presque toujours effacées de la 
mémoire lorsqu'il arrive d'en avoir besoin ; et l'e2œmplè 
suiyant, quoique tr^s simple, suffira d'ailleurs pour 
en montrer l'inutilité. 

Soit l'équation . * 

en la comparant à l'équation (i), on en conclura 
j4 = Oj JÎ=i, C==5 0,' 

r 

m 

et puisque J^C nest pas ^al à B^, c^est k la trans-t 
formée 

' . . > ■ 

que se rapporte le cas que l'pn ooQsidère.. On trouT^ 

ensuite (pag. 189 et 190), 

. . . • • 

puis Cpag. 192), 

et par conséquent • 

' la courbe cberchée est donc une byperbolé dont leà 
deux demi-axes sont égaux à y2{^F+DE)y et tra: 
yersée par celui des t (128). En remontant aux t^ansr 
formations opérées par les yaleurs 
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(on vçit d'abord que f^iTlgine des f et des u réponft au 
poÎBt où a:=s=«y^ = |8; prenant donc, J^. 55,. lés ***»• .^^ 
dislft&oes^^'=--^D, AA^^z^E^ le pointa' sèn, 
cette origine. Calculant ensuite la Taleur de m , ou du 
fsoamuB de l'angle que forme Taxe des t avec celui 

des a:, on trouvera le pombre — r=, qui répond f^ 

.0^5, et faisant l'angle ffA^A^ égal à o^,5, puis 
menant ^*C" perpendiculairement à A!'B!\ on aurd 
les axes des t et des i^ ; prenant en£n AI'I et 

AT =z ^/^(F'-f. £>£), on déterminera les sommet^ 
ÎTet r de l'hyperbole qui est le lieu de l'équation 
proposée^ 

Là même marche conduira toujours au résultat, 
pour quelque exemple que ce soit; et j'ai choisi le ppé^ 
cèdent, déjà traité dans le n^ 120 , afin de prouver que 
la courbe indiquée dans ce numéro, par ses asymp^ 
totes^ .est une hyperbole^ et d'eu trouTer les axes (*). . 

Souvent aussi on cherche quelle est la courbe donéa 
d'une propriété particuliëre, qu'on ignore appartenir 
à une courbe déjà connue ; mais alors l'équation relar 
tîve a cette propriété rentre' dans quelques-unes dés 
équations qui ont été discutées : G*est ce que montre- 
ront les questions suivantes. 



I*) On pourrait déduire 'immcdiatemcnt de l*eqtïatîon générale 
des lignes du second ordre , Féquation de l^byperbole ', pat'rappor# 
à ses asymptote?» en transformant les coordonnées rectangles en 
d'autres dont Tangle soit inde'termîné. On introduirait alors quatre 
quantités arbitraires (laS) dont ojx disposerait polir iiiirc disparaître 
les termes affectes de t* , u>, t et u , ce qui réduirait rc'qnation gê- 
nera^ du deosième degré k la formé B'ut:=iF'\ naaiion trouverait 
que lies quantités m et n n'ont des valeurs rcçjlcs qaç dans le cMf 
oii ^AC"B* a le signé — , c'est-à-dire pour l'hyperbole seule 
ment* 
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i3o. TrouAfer Viquadon dPwM courbe UiU , que $i 
fi^' S% fon mène de chacun dé êe$ pointé M,, fig. Sa , à dêwt 
points fixes, F et Y' j les droites MF et MF^ la somme 
de ces lignes soit égaie à une ligne donnée^ 

Si FoB représente par aa la tfgne^oniiée^ par «0 k 
distance FF des points fixes, en prenant pour origiiie 
des coordonnées le point O^ nUiliea de FFj en soKe qae 
OF=OF' = c,et faisant OP = x, Pilf =^, on . 
irouyera 

r 

hes triangles PMF, PMF, rectangles en P, donnant 

MF= \/fP + ¥m\ MF' = V^FP 4-^* 
on obtiendra 

maïs, par Ténoncé^ on a, sur toute la courbe cber- 
ehée, 

jJfF+JtfFaaatf: 

si donc on pose MFzsiz, il Tiendra MF^r^.T.a^-^z^ 
et par conséquent 

En élevant au quarré , pour faire disparaître» les tradî* 
çaoXy il en résultera 

£* = c* — • aor + a;* + ^* , 

retranchant la séccmde de ces équations de Ik feé^ 
mtëre, il restera 
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« ■ " » I ■!■■ I » 

a 

suhfltitaaiit enAn oMIe raleùr de t dàûs la première 
esj^reaîoa de s^, oa pariiéndra à réqaatkm.chercfaéey 
^i 8tra y après les réductions. 

Cette équation n'étant que du second degré, montre 
que la courbe cherchée ne peut être que l'une de celles 
qui ont été discutées précédemment; et pour recon^ 
naître à quelle espèce elle appartient j je donne à son, 
équation la forme 

ay + (a" — c*) a:* 5=s «4 — o^c*- 

En la comparant alors avec A'^ '^ Cu^^iF y àprè»* 
aToir écrit dans cette dernière y etx pour t et 0, en 
aura 

d'où- Ton oonelura qu'elle est* celle d'une ellipse^ 
pvisque, c étant moindre que â, les quantités A'^ C ^ 
FivxiA essentiellement positives (ia8). En posant; 
pour i^rég^, o^ «^ c'as d\ îl viendra 

d'o& l'on tirera 

h 
a 



. h / — 



Les demi-axes 01 et OL de cette ellipse sont res- 
pectiyement a et 6^ et comme &^=:â^— -c*j.ou tU^^ 
delà _ . 
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ce qui fait Toir que lorsqu'on ne connaît que les axe^^ 
ir et LL' d'une ellipse ^ on peut JlrouTcr sur le plu* 
grand des deux, les points F et F^ pour lesquels 
3fF'^MF^=IP, en yJéçjrÎTftut du ipoini £i, comme'^ 
cent,re ,.et d'un rayon, éga\ k Jya moitié di| grûid axe //»j 
un arc de cercle: car aux iaters^tÎQus./^ 6tf/<^'4e oet* 
«rc de cercle avec l'axe Jr, on a 



' Uénoncé du problème que je l'îens.de résoudra offre 
donc une propriété conimune à toutes les ellipses ^ sa- 
voir : que la somme des lignes MF et MF', qu^on nomme 
rayons Tecteurs , menées aux points fixes F et F', pris 
sur le grand axey-etq'elen appelle ^ojers,. est toujours 
égale au grand axe. . : • .. 

^ z3i, iCette propriété donne un moyen très simple - 
de trouver autant de points qu'on voudra des ellipses^ ' 
ou même de les décjrlre d'un mouvement continu. £a 
effetf, si du point F, comme centre, et d'un rayon 
Fflf "^ IF' et <C tF%- itoaîs d'àilleui's 'ariutraîréy on* 
dçè^^'un cerjciey.et qi^ensuite prenant ^pour centre lef 
P9fnt F' et. pour rayon la-flifférence 'i?^M entre Je 
premier rayon FM et l'aitè //, on xlécrtve nà second- 
cercle, il coupera le premier en deus; points M et M\ 
qui appartiendront 'à rellipsè. En répétant ce procédé 
ayec diverses ouvertures de compas, on obtiendra de^ 
nouveaux points de.l'ellipse demandée; et si ces points 
sont un peu multipliésV on pourra ,. en les joignant par 
un trait libre de la main, achever la courbe d'une 
nîstnrere d'autant plus exacte, que les points dét:er- 
nîinés seront en plus grand nombre. ' '} 

Lorsque l'ellipse doit être fort grande , on la trace^ 
par un moïkveœcnt -ccwitiriu , en fixant aux points F et 
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F\ les extrémités d'un cordeau dont la longueuf' est 
celle de l'axe 11' ; on tend ce cordeau par le moyen 
d'un piquet M que Ton fair glisser le long du même 
cordeau , jusqu'à ce qu'il revienne au point d'où il est 
patK : alors îl 9l tracé l'ellipse demandée. 

Il est utile lié se rappeler que la distance c, d'un . <r 
fbydr au centre , se nomme excentricité. 

L'équation ^ = rh - \^a\ — a?* fournît tine cotos* 

iruction par points , très commode dans la pratique. 
Ayant décrit du centre O de l'ellipse demandée, ^^. 56 , Fîg, 55. 
deux demi-cercles , l'un sur le grand dxe et l'autre sur 
le petit, pris pour diamètres/ et mené un grand 
nombre de rayons ONj ON', etc., on abaissera sur 
l'axe //', les perpendiculaires PN, JP'iV', etc., «t on 
mènera par les points R, R\ etc., oii les rayons ON^ 
ON' y etc. , rencontrent le plus pclit des deux. cercles^ 
les droites RM^ B!M\ etc. , parallèles à If ; les points 
M y M' , etc. y que ces parallèles détermineront sur le9 
perpendiculaires PJV", P'iV^, etc., appartiendront à l'el7 
lipse cherchôe. Par l'opération que je Yie.ns d'indiquer, 
on n'obtient que la moitié de x^tte courbe ; mais on 
Faura tout entière, en répétant la construction au-des- 
sous de l'axe II'. 

Pour reconnaître l'exactitude de cette construction | 
il suffit d'observer qu'en vertu du parallélisme des 
droites RM et //, on a 

ON: ORi: PN iPM'y 

car, eu faisant O A' = a> OR^^b , OP:=:Xf il en ré- 
sultera 1 
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i32. Je modifierai dans cet article le problème qu0 
j'ai résola dans le numéro précédent^ et je demande^ 
Fîg. 53. ràî qu'on ait MP — MF^ssiIFiezuay fig, 53, au lieii 
de MF-^ MF* = 2a ; c'est-à-dire que la différence 
des. rayons vecteurs soit oonsCanle.'En gardant d'ailleurs 
les dénominations de l'article cité , on aura 



MF == VfP + PAf *= s = X/ic-^xy+^r 

d'ob l'on tirera 

^a^'+^az + «*=sc* + 2cx + x^ + jr»; 

retranchant la première de ces équations dé la seconde, 
on obtiendra 



4fl*-t- 4^ï^ =4^^> ^^oh z = 



cx^^a* 



a 
Avec cette valeur de z^ on parviendra à me équation 



(*) Cette constrocdon donne anx valenn de x et àejr^ une ionne r^ 
marqaable. Si Ton désigne par ^ Fangle JVOP, il vient OP=za cos ^; 
et comme PM est égale à la perpendiculaire qu'on abaisserait du 
• point R sur OP, il en re'sdte que PM:=ib sin ^ : on a donc 

x=za cos ^, / = 6 tin ^. 
Ces Taknrt étant iobstituées dans l'équation à l'ellipse -- 4. ^ = i , 

la yérifieront in^pendammeni de l'aogle ^. Ceci est 1« cas le plas 
^ «iaipleâ'«ne ttansfonnaiion pat iaqueUe M. Yto^ a beaucoup foct« 
lité la solution d'un problème relatifs l'atenictimi des spbéroldet. 
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^i , par k déTeloppemait, se rédait à 

Dans le cas actuel^ oh c^a^ il faut prendre ft's:^— »a*^ 
ce qnt donne 

* i"a:» — ay = a*&S 

équation appartenant Ji l'hyperbole; cette conrbe jouit 
donc de la propriété, que la différence de ses rayons 
vecteurs MF et MF', est égdle à Vaxe transverse IF, 
sur lequel se trouvent les foyers F et F'. 

J'ai déjà fait remarquer que l'hyperbole n'arait , à 
proprement parler, qu'un axe (128), mais que, pour 
consenrer l'analogie, on conoeyait un second axe LU 
mené parle point O, perpendiculairement au premier; 
b exprime la longueur OL de la moitié de cet axe, et 

l'équation l^'=i<?' — a*, donnant <?= V^a'*+ A*, fait 
voir que pour trouver les foyers JPet F*^ il faut prendre 
les distances OF et OF égales à l'hypoténuse du 
triangle rectangle cçpstruit sur les deux demi-axes Ol 
et OL. ♦ 

i33. La propriété dont jouissent les foyers FeXF* ^ 
peut servir & la construction de l'hyperbole par points. 
Pour cela, du point F, comme centre, et d'un rayon 
FMf qui ne soit pas moindre que /F, mais d'ailleurs 
quelconque, on décrira un arc de cercle , puis on pren- 
dra un rayon F'ilf plus grand ou moindre que le premier, 
â*une quantité égale à 11% et le cercle décrit snr ce 
dernier, du point F comme centre , coupera le premier 
dans deux points il/ et Af' appartenans à l'hyperbole* 

Pour décrire une portion quelconque d'hyperbole par 
un mouvement continu, on assujettit une règle à tour- 
ner autour du point F-y on fixe à l'extrémité R de cette 
r^le et au point Fy un fil dont la longuenr soit moindr» 
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que F'ii , de la quaulfté //' ; on fait ensuite lonrn^r ]# 
règle en appuyant conlre elle y avec un stjle M, le fil 
RMFy de manière qu'il demeure toujours tendu : le 
a^yle M trace ainsi un àrc de courbe qui appartient à 
riijperbole dont Taxe est jr, et dont les: foyers son^ 
F et F'. 

i34« J& me proposerai encore de trouver Véquatioii 
(ïune courbe telle j que cliacun de ses. points soit autant 
Fig. 54- éloigné de la droite AC, domiée de position^ fig. 54 >. 
que d^ un point fixe F^ également donné déposition. 

Si l'on prebd sur la droite jiB , menée par le point F, 
perpendiculairement à ^C, un point / situé au milieu 
de la distance j^F^ ce point appartiendra nécessaire- 
ment à la courbe cberchée , puisqu'il sera autant éloigné^ 
de la droite AC que du point F» Faisa&t 

IF=:M=c'y IPz=:X^ PMz=z^, 

on aura , pour un point quelconque M, la distance 

QM=JP=:AJ+IF = c' + ai, 
et le triangle rectangle FPM donnera 



puisque FjP= TF — /P. En développant, on trouvera 

MFz=: v/c * — nc'x + X* + y ; 
mais par l'énoncé de la question, ÇM=zMF : donc. 

En élevant an quarré, et réduisant, on obtient 
2,cx = — 2c'a;-f-r* ou y^z=:^c^x, 
^nation à la parabole (128)» 
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I36i Pour construire la oowti^, d'après là^rdpf iétfe 
que )e.yilen$ d'employer, à la recherche de sioto é<|Ùati6rï] 
il faut , d*un rayon FM >/iF, ^aîs d'ailleurs arbitraire , 
décrire un cerôlé,- faire jfP=FM^ et mener par le point 
jPf paraUèlement à la ligne ^-«î/i^, une droite' iPilf'; le 
point M oh cette droite coupera le eerde appartiendra 
à la parabole demandée; car il est évident q.ue la.4i:oite 
QM étant parallèle et égale à j4P, sera égale à F3Ï:'' ' 
Cette même propriété donne aussi I^inôyen de tracer 
la courbe par un mouTcment continu. Pour cela> on 
place le long dé j4C , une règle sur laquelle on fait 
mouvoir» une équerre dont Fun des côtés représente la 
droite QE.\ ou attacjiç au ,point.Frextréinité d'unfil 
dont la longueur est. égale à Q^,^eA d<\n^ l'^u^re extré- 
mité est fixée au point E-^ on t^ud ice ^1, pair ,u^ 9kyl^ 
en l'appliquant contre ,1e côté, QJE^ .et le ,st;yfe; déçjrit 
uiie portion de parabole. . . • , » . . j . , i • 

i36. La question qui a conduit bi-desdùs à l'équatitoii 
de la parabole > peut être modifiée' de manière à em- 
brasser les trois courbes du second degré. Il suffit poUlr 
cela de l'énoncer ainsi : Troupier ' l'équation' d'une 
'courbe dans laquelle la distance entre un point quel-' 
conque "^ et le point fixe Y\ fig. 67, soit dans un rap^ Fif. 57. 
port constant apec la distance MQ entre le même poijit 
M et une droite AC, donnée de position. 

Soit 1 ! n ce rapport, et que du point F, on tire 
sur ACf la perpendiculaire jiB-^ il est évident que 
la courbe cherchée rencontre cette dernière dans un 
point /, tel que 

IF: AI :: i : 71; = - 

en sorte que si l'on désigne IF par c' , il en résultera . 

AIzssnc. 

Trigonométrie. 8* édition. i4 
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|?i|{faip^t /P=a?a?, PM^i^fy, il niendra, en i^ertu da 
triangle rejotangle PMF9 de niéme qae cl-dessas/ 

etcailUDqLe QM;;^ JP^ssJI^ IP^s: ne' 'tf-^x, on aura 

v/(c'— x)«+y : ne' 4. X :: 9, : », 

d'o& Von tirera 

ne' + x = » V^(c' — a:)* + y'* : 
éleTant auquarré, on obtiendra enfin 

Cette équation, d'une forme absolument semblable 
à Péquatîon -4V*+ Cuf""— E'uf=o du numéro ia8, 
appartiendra à l'ellipse, à l'hyperbole ou à la parabole, 
selon qu'on, aura n> 1, n<^i , oun=:ï,et montre 
par conséqvent que la propriété qui fait le su'jet de la 
question proposée , est comu^une aux trois courbes du 
second degré, par rapport auxquelles la droite AC esifc 
nommée directrice, , ' 

]Sn donnant à l'équation ci-desaus la forme 

et en remarquant que plus n augmente, plus les frac- 
tions — et - diminuent , on verra que dans la sap- 
n* ir 

position de n infinie, elle doit se réduire à 

équation qui est celle d'un ccrde dont le rayon est c% 
et pour lequel l'origine des abscisses est placée à l'une 
des extrémités du diamètre (g4)* 

137, On a vu dans le ti* ia8, que l'ellipse, l'hy- 
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pétbôle et hi 'frarabalë/^ètitiétit effilé Êbjitkê^ j^ai-'tUie 
êéxSe équation ; et 71 ëàt t'ettiai'qtiablë '^liè^'ëâlë^i'^'^t 
aussi se déduire itaiiÛètiàt^êinistJt de Viiiïù ^ttê/lconqAe 
deséquatîoiM • . •> 
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qui, se rapportant au centre , semblent partionli^iE^efl/à 
l'ellipse et à l'byperbole. Pour cela.; il suffît de trans- 
porter F origine des coordonnées àVùn-^des sommets 
des courbes que représentent ces équations. En effet , 
si dams les figures 5a et 63 > on fait , /P == a^, on àtâ-a F^- 5* 
' par la pt«nnëre> 

X ou OP=0/~/P=.a,— a:', 
parla seconde, 

X ou 0P = 0/4-/P=a* + ^-; 

Ifi substitution de ces talents changera les équations 
rapportées €i-de#stts> en 

qui reyiendront à 



2a ^ . *|^ 



tti l'on pose -^^p> 6t Pune ne différeha de l'autre 

que par le signç de a. L'inspection de la figore -53 
montre aussi que l'abscisse IP étant r^rdée tsoAune 
positive 9 l'axe If est nécessairement négatif. 

En mettant pour b^ sa yaleùr, relative Jant à l'ellipse 
qu'à l'hyperbole, il vient 

p=±:-.a— -/(i3o), /,=:-A-.^ ^(i32)j 

14.. 
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mais il est à ^opos d'Introduire la distance IF k la 
place de c qui représente la distance OF'y et en faisant 
IF = e\ on trouTe , par la figure 5a , 

c ou OFznOI — IFz=za — c\ 
par la £gure 53 , 

c oii 0F=0/ + /F=sa4-c': 
069 râleurs donnent 

P= ;; » f^= :; » 

a a 

expressions qui ne diSèreut encore que par le signe dé o. 
Tontes les deux étant réunies dans la formule 

pss-ï— --2- = 4c rp — , 

^ a ^ ^^ a 

ont paiement pour limite 

lorsqu'on suppose a infini ; mais dans ce cas les équa- 
tions 

se réduisent à 

y^zzzpaf ou jr»=:4c'a:, ^ . 

iMur l'anéantissement de la fraction —, et donnent ainsi 

Péquation de la parabole (i34}* 
L'équation 

est donc propre à représenter chacune des lignes du 
second ordre : elle appartiendra à l'eUîpse quand a 
sera positif , et au cercle si j? = aa ; à l'hyperbol» 
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quand a sera négatif , et à la parabolje lorsque a sera 
infini {*). 

i38. La quantité /7 se nomme le paramèire : c'est , 
dans l'ellipse et dans l'hjperbole, une troisiërae pro- 
portionnelle aux deux axes 9 puisque sa yaleur 

» • • • . * 

conduit h la proportion 

et dans les trois courbes, elle exprime la valeur de 
la doubla ordonnée qui passe par le foyer. En effet , 
lorsqu'on prend x'sssc', iWient 

d'où Von conclut 

, . ^c rp 2c'* 

^y =P :;; =/> f et ^y=p. 

1 39. Les équations 

. . . ^ 2a 



T. . 



(*) L'expcei^ion ptsi ^ ^ ■ ., qni fè rapporte & l'ellipiÇy pren- 
drait npe valeur nëgative^ si Ton y supposait c* > ^a ; et relation 
^4 ¥7 ;?x' — -^ 4/*y ae changeant jcn 

appartiendrait k Thyperbole j mais </ exprimerait alors la distança 
^Xkïxi le sommet et le foyer le plus éloigne , ou IF'tfig* 53. 
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OQ en: déduit les simantes 

desquelles il résulte que le quarré derordônnée PMest 
dans un rapport constant ayec le produit des lignes IP 
et /'P, qui sont respectÎTemento?' ^t.aa— j/pourFel- 
lipse,^. Sa, op' et aa +a:' pour l'hjperbole , J^. 53. 
Ces distances dti pied de l'ordonnée à cliacun des 
sommets de la courbe ^ sont nonimées abscisses^ et il 
suit de ce qui précède que dans t ellipse et dans l^hy^ 
perbolêj les quatre des -ordonnées sont entre eux comme 
les produits des abscisses correspondantes. £n effet , si 
Ton désigne par X! une abscisse différente de x% maisr; 
toujours comptée du même points et par T^ l'ordonnée 
correspondante , on aura 

d'où l'on tirera 

^' : r* :: x (aa — x'j : JT (aa — X') 
pour l'ellipse, 

j^^ : Y^llx' (aar+ x') : A* (aa -h XT) 

poiir l'Kypérbolé, en supprimant dans le dernier rap- 
port de cbac'une de ces propcurtions , le facteur corn* 

p 
aa 

L'équation de la parabole y:ss:px'j étazit traité^,' do. 
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« 

la même numièie,' donne sealemeot 

ce qui fait yoiir que dans" la parabole , les quarrés des 
crAmnées sonicàmrne les abscisseï^ correspondantes^, 

i^o.. Il suit de la comparaison des formules rappprr 
tées dans les numéros 120 et 128, qu'il y a pour 
chaque courbe du second- d^ré, au moins deux sys- 
tèmes de coordonnées dans lesquels l'équation dé cette' 
courbe se présente sous la forme la plus simple : l'un 
de ces systèiâés est celui des axes , et l'autre celui de 
deux diamètres oonjûgnés ; «Vje vais stioQtrei* qù^I'y a^ 
un nombre infini de systèmes de cpprdonnées qui joui&r 
sent de la même propriété. Pour le faire , , j'appliqfierai 
la transformation des coordonnées aux équations rela- 
tives aux • axes: 

b* " . 

Soit premièrement'cellé dePellipsè j'*s=5 — (a*--cc*)/ 

qui revient à 

j'observe d'abord qu'il est inutile de déplacer l'origine 
des coordonnées y qu'il faut laisser au centre; et n'ayant 
à changer que la direction des axes, je prends seulement 

x=zmi"\-pu^ y s= nt '^ qu {122). 

JeJèinflé indéterminé Fangle que les nouvelleicoôK^ 
donnée» doivent f^ireentre g119s> et^dobt le cositius eèk 
représenté par h (i23) ^ et je ne tiendrai par conséquent 
aucun compte de l'équation 

> 

/np + nq-i- g{np + mq) = /* ; 
il n'en sera pas de même des équations 

!»• H- r^+2gmn = i , p^+q^-f^^gpq = i j 
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parce que les coordonnées soety' «tdnt «éeipvoquement 
perpendiculaires , il ^ . résul te ^ =;= o , d'où 

des quatre quantités, m^ n^p eiq^iL n'en restei^a donc 
que deux dont il soit possible de disposer. En faisant la 
subtitution des valeurs de x et de j^ dans l'équation 

on obtiendra 

{a'n^+b''m^)^+2{û*nq+b''mp)ùt+(^aY+ày)u' 

et ponr simplifier cette dernière > }e poserai 
^ a^nq + b^mp = o , • ' 

ce qui la réduit à ^ 

Pour comparer cette équation avec 

1 * ■ ... 

* ' • * 

on les mettra sous la fprme 






a»6l .1 i^b* 






a 



elles ne pouri:ont .alors deyenir identiques > indépen* 
^ampiçiQ^ de ^^et de. u^ que par. la supposition de . 

ce qui donnera ' 






«V- +**»»*' .. " :„ay+i6y 
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Pour s'asMuner de la possibilité de bdtte transformation^ 
il faut voir si la» déterrain^tion des auantités m^ n^p 

. ""J » — — 'il V. , "Vif • 

€t ^, n'est sujette a aucune exception. L équation 

a^nq + 6*/7ï/> = o , 



mise sous la forme' 




r • « • ' : - nq , b^ 

""" "* ■"" ■"■" "^ft > 


rH . J J. i 


! i > __» — ■ . . » ■ ■ , 




fera toujours connaître le rapport de p à 


^, oti celui de 


TTïià n. Sironi*eB tire » 


, ' : : 'r. 


ÛT Ô* OT 


• 'i ' 




' <^-'. ■. ' ', ••.' \- 


€t si, pour abréger, çn faij,, , . . . ,,, , 








il viendra 


• 

• ' s 



q='pr\ 
substituant dans/^* + j*==^l, on en déduira 

d'où l'on coKidura ^ 

ekjiressîoiis qui defneureront ti'ujbur s réelles quelle que 

^ soit y. X'éq\iâtîoù' ^* '+ n» t±f r | ne 'pouvant" dé^eriùàner 

qu'|i^n,eidçs4eHK qu^ptités m et 7z>, laisse absolument in- 

i^tfipiX^inéi le rapp({rt .--7 qjii. entre da^s les espressiops 

dep et de qy lesquelles, flàï*' cette raison, deviennent 
^ixs'c^^pttbfes.d'iino (infinité de valeurs 'di£Férei^tef : 4I y a 
donc «n-efiet lunein&iitétd^ systèmes 'de coPi*dQn;iiéqs 
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dans lesquels Péquation de l'ellipse a la fome 

absolument semblable à celle de l'équation aux axes ^ 

i4i* En opérant sur l'équation de l'hyperbole, 

j^ = — (x* — a*) ou ay — ^^x'œ— a*i% 

comme je viens de le faire sur celle de l'ellipse , on .aura 
successivement 



a'?î^ — b^rnp ==-0 , ' 

a»6* ^ ?Âï ir — — I , 

et comparant la dernière équation à 



on trouvera 



V^^ 



1 — " 



a^h' ' rt*6»' 



'a 



a^'n^ -^ h^rn^' ^ ~ ^y — 6»p*' 



Les expressions db /» et de q seroiït de la même forme 
dans ce cas-ci que dans le précédent^ et pourront don- 
ner par conséquent uqe inanité de yaleurs^ d'après celles 

qu'on assignera au rapport — : on sera dfônc fondé à 

tirer pour l'hyperbole utie' ooncludion, [Pareille à dsUe 
qi^i vient d*être énoncée pour l'ellipse. 

^4^.* Je*passe à laparabole; son léquation^^cis^oW^ 
nê^pfSut être transforiÉiée^ etvuneautre qui Aiïî'sok ^âeni- 
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blaWej par ks'foriàttles 

On obtient en effet la résultante 

. , ..«•■• 

nH"" + ^nqut + ^r V^x= ^cijnt +pu) ; 

/ 
et si l'on voulait y faire disparaître les termes affectés 

de z^f , a'*' et if, 11 faudrait' ji|0ser^==ô,/7i ==6 ; mais il 
s'ensuivrïiit />== i , n si i , a?= m , ^ = *, et Tbii retom- 
berait sur les coordonnées primitives : iï n'en serait 
pas ainsi eu 'déplaçant ien même temps Porigîné.' Quand 
on substitue à a? et à j^ leurs valeurs les plus générales, 

- "; ' •. ' ■-- ' '' . > - 

il .vient 

n^^ + 7,nqut -f- q^i^ . ) . 

-f- 2/S {kt 4- qu) — l\c (mt ;+• /?m) > = o j 
4-e* — 4*c' ' ) 

et ppuYîant dispo^r alors de qj^atre ^quantitéç^ a cau«e 
des deux nouvelles indéter^miné^s « etjS,^ .oa.fera djâ-* 
par^9|t^e le^^.tef^nips aS'gctés de ut, de ^.9. et Jbs rtepçnmçs 
indépe;pida^^'d^j(.et.d!Ç,,z^>,eia pf>$jant \ ^ 

'an^=±:0', itfin — J{è'rtt=xsoy /i'-^4*^'==:o. ** 

• • i- > -j,' ' ' ■ ••*-•-/'■ '■ •' ' • . ' :^ ' ^■- 

La première de ces équations peut être satisfaite de 
dé«lft'iaai|ïères:: soit-par 72 f=o, soit par q^à-^ mais 
n=zo donne xnasO; djsms^la secondée .^q^atifin^ rÇe <[fii. 
ne saurait s'apçesder avec l'équation m^ + n* =ç»<V ^^ 
adoptant la' valew ya^:^^, le terme j"a*Vévanouit,*et'' 
il^nç reste que 



> . «v=4p'/,« ou «•=2££îî, 

éqimtîwi semlihAili» àieelle j^nî ge Tapp^«4i| à l'aiLC dé la 
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courbe* La supposition de ^sso, mtroduite dans l'é* 
quation />' + y*s= i , donne 

p=±i; 
de a/Si» — 4^^7712=: o , on tire 

et cette éq^atioi^, combinée ayec »»'-+* n^s^i ^ déter- 
mine n çt m. L'équatÎQu ^'^-r-^otc =s: o , détermine, aussi 
M, lofçqyiç fi ^t connu; mai$.. cette de^*nière quantité 
reste susceptible -de telle y.aleur qu'on voudra. 

Il est à propos d'observer ici. que les propriétés énon- 
cées dans le n^ iSg, par rapport aux axeS, ont égale- 
ment lieu. 'par rapport aux diamètres conjugués, puis- 
qu'elles ne dépendent pas de l'angle des coordonnées, . 
mais de la forme seule des équations des troiaf courbes, 
qui est la méfie pour les diamètres conjugués que pour 
les axés. ' . 

' * » - - * 

143. Les remarques précédentes conduisent à cette 
question : un diamètre quelconque étant donné j trouver 
la pbsiiïSi de êon ùànjugîié. On la résoudra en obser- 
Fig. 5o, Tant qtife lorsque dans là figure '56, au numéro 112, 
l'angle CAB, ou celui 'que font entre eux lès *axes des 
coordonnées primitive^ 3S^f^y% est droit, les : trimigles 
P''A''R et P"MQ deviennent rectangles, l'un en jR, 

l'autrie e^fi^^Q^ .d'9^ îl suit .^i^e m- = «-^^^ représente 
lenosinus-'de Fangle' i^*^i? ou B*A!'B'\ et que 
^ F= jwp9 Ç^ ^* \e «îï^W? *, qu^ ja = ra^ représente 

le cosinus de l'^i^gleî MP" Q ou C'A^B', et que y= J^ 

en est le sinus. 

Sx, l'on. .rappoHe (jces - m^npes « dénoniiinations trar* \b% 



< 
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figuriss 58 et $9, en prenant // pour l'axe des Xy Fig.68 

OF -pour celui des t, et OH pour celui des Uy îl®*^ 

Tiendra 

n sin f'OI 



2 _ 8in HOI 
p ""^cos 



g^ = taBg£rO/; 

et comme les équations 

a*nq + b^mp = 0, 
a^Tiq — b^mp = o , 

obtenues dans les o?* i4o et i4i 9 peuvent être mises 
sous la forme 

n q ^ A* 

il en résultera 

b^ 
tang FO/ tang £rO/= zp — , 

le signe supérieur se rapportant k Tellipse , et l'inférieur 
à l'hyperbole : on déterminera donc aisément l'iTn des 
angles FOI y HOI, quand l'autre «era connu. 

i44« ^^ p6ut substituer dans l'ellipse ^ fig. 58, aux Fig. 58. 
angles FOI et HOI, les coordonnées des points F et 
H-, car si l'on désigne 

Ofîpar*, EFpsLT^, 

OGfKvaf, Gflpar|S% 

il Tiendra 

EF /8 
tangFO/=^ = -, 

■mw^ * GH fi 

et par conséquent , 
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ce qoi donkie 

De plus les coordonnées a et fi y ^ et j3% apparteliatif à 
I l'ellipse, doiyent satisfaire aux équations 

il n'en restera donc qu'une seule qui soit arbitraire. 
Fig- Sg, Dans l'hyperbole , y^. 69, et et jS n'appartiendront 
plus k un point de la courbe y puisque le diamëtpe OF 
ne la traverse pas; mais comme il ne s^agit ici que de 
la direction de ce diamètre, on peut prendre au lieu du 
point F, le point Ry correspondant à l'abscisse O/, et 
faire en conséquence 

ce qui donne 

tang FO/=-, et-^ = -, 

d'oii 

oiSiS'— ôV = o. 

En déterminant /S par son moyen , celte équation 
fera coiinaître le point jR; maïs îlfaudra la côttibiaierâvec 

si c'est le point H que l'on cberche. 

145. Dans la parabole, on a ^ = 0; il suH de là que 
Fig. 60. l'axe des tf , OH, fig. 60, est parallèle à celui des or, 
et que sa position ne dépend que du point G, oii il ren- 
contre la courbe, pour lequel ^ = o , z«= o. Alors œ et iS 
représentent les coordonnées IG et OGj on a fi!^z=:^cA 

et l'équation -— = — donne la tangente trigonômé- 

trique de l'angle compris entre l'axe des t et celui des u. 
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Je ferai remarquer en apaisant , que lorsqu'oiv a 
trouyé la position du diamètre :^m est le conjugué 
d'un diamètre donné ^ on a celle de la tangente de la 
courbe, au point où elle rencontre ce dernier, point 
qu'on peut prendre arbitrairement. En e£Fet (121), 
dans l'ellipse et l'hyperbole , ^^. 58 et Sg, le diamètre 
OF est parallèle à la tangente HT^ et dans la para- 
bole,^^. 60, ce diamètre est lui-même tangent à la 
courbe en O. 

Réciproquement, quand on sait mener la tangente 
dans un point quelconque de la courbe, on en conclut 
sur-le-champ la position du diamètre conjugué. 

146. Dans les équations 

dont la première appartient à l'ellipse, et la seconde à 
l'hyperbole, les lettres a' et V représentent les deux 
demi-diamètres conjugués; en effet, quand ^1=10, il 
▼ient 

u=ia' ou OH^ ^' tfig* 58 et 59 ; 

et lorsque m= o , il vient 

<»=y% ou ^s= — y», 
ce qui donne, pour l'hyperbole comme pour l'ellipse, 

• 0F= y (128). 

Il est facile deyoir que les quantités 7?», n,/>,^ peurent , 
au moyen des équations tu* + 'i* = i ; />* + y* = i , 
et de celles qui résultent des expressions de a'^ et de 
V^ , être éliminées de l'équatioû de condition qui dé- 
termine la position respective des diamètres conjugués, 
et qu'on doit parvenir & une relation entre ces lignes 
et les demi-axes. Le calcul s'e£Bectue fort simplement 
de la manière suivante. 

On tire d'abord des expressions de a^^ et b'^y i«la- 



n' 
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tives à l'ellipse (i4o) y les équations < ' - 

et en y joignant respectîveriient ' , ' 

on aura deux système^d' équations, Fuu «n q* et/>*, l'autre 
en 71* et m*. Le premier donne sur-le-champ, 

^*~a'^a^^a'*i?^ ~ a'» (a» — i*) " 

Pour ol)tenîr »* et ?»* , il suffit de changer a' en b' dans 
ces valeurs, et il vient 

'"— 6'-(a- —60' 
Gela posé , Féqua tion . de condition ( 1 4o) 

a^nq 4- b^mp = o ^ 

revient à «*/i^ = — b" mp ; 

et en la quarrant, on obtient . . 

Si l'on substitue dans cette dernière, les valeurs de n^y 
m*,q*fP^, on pourra eiFacer les dénominateurs ; car iU 
seront les mêmes dans les deux membres, et l'on aura 

(a»— «'•) (a*— y*) == (a'* — **) (b'^ — b^). 

Développant, réduisant et décomposant en facteurs, il 
viendra 

puis supprimant le facteur commun a^ — &*, on trou- 
vera enfin 
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Les expressions de a^ et de V^y relatives à Pbyper* 
bole (i4i) 9 conduisant aux équations 

et Féquation de condition étant 

c^nq — b*mp = o , 

on voit qu'il sufiBra d'affecter &■ et i'* du sîgpe — , dans 
le calcul précédent, pour l'approprier au cas actuel, et 
qu'on en tirera par conséquent 

a'«— y«r=a*— ^S on OÏÏ— OF=o7^ oZ*: 

donc la êomme des quarréa des demi-diamètres conju- 
gués dans VeUipse^ ou leur différence dans il* hyperbole^ 
est égale à la somme des quarrés des demS-ases ^ ou à 
leur différence» 

147. Si l'on multiplie entre elles les expressions de 
' et de b'^ dans l'ellipse, on obtiendra 

a'*y»— • 1~ ^ 

a*/iy + a^'b'-nY + a^^b^m^ + b^m'p" ' 

maïs en quarrant l'équation a*nq + b^mpsszo, il vient 

a^n*q^ + na^b^mnpq + b^m^ = o , 
ou 

a^n^q^ + l^ni*p^ = — iia^b*mnpq ; 

et avec cette valeur on fera disparaître le premier et le 
dernier terme du dénominateur de l'expression de a'^V^ « 
qui deviendra 

d'h^'n^p^ — ia''b''mnpq + a^b^'nîF^ 

a^b"" 
(jip — m>qy ' 

Trigonométrie. 8* édition. i5 
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prenant de part et d'autre la racine qiiarr^ ^ on aura 

ah 

ab' = 1 ou aV (np — ma) = ab, 

np — mq 

Il est important de rema'rquer que la quantité np — mq 

n'est autre chose que le sînus de l'angle compris entre 

Fig. 58. les deux diamètres conjugués OF et OH, fig, 58; car 

n et m étant le sinus et le cosinus de l'angle FOT^ 

^ et/) le sinus elle cosinus de l'angle HO/, la formule 

sîn FOJÎ= sin {FOI+HOJ) 

= sin FOI cos HOI+ cos FOIsmHOI{i i), 

donne 

sin FOH^=inp — m>q, 

*' si l'on fait attention que l'angle HOI, tombant au-des- 
sous de l'axe //, a un sinus négatif, y = — ^ , 

qu'il faut rendre positif dans cette formule , en prenant 
— ^ au lieu Ae-^-q \ on aura donc 

a'V ûnFOH = ab. 

Cela posé, il est facile de voir que si du point F on 
abaisse sur OH la perpepdiculaire FQ , il viendra 
FQ — OF sin FOH= b' sin FOH, 

et que par conséquent l'aire iu parallélogramme 

F£r = ÔHXFQ = «'^' s\n FOH; 

ainsi le rectangle formé sur les demi-axes a et b, ou 
O/et OL, est égal au parallélogramme FH, con^ruit 
sur les deux demi-diamëtres conjugués OF et OH, 

On reconnaîtra que la même propriété a Jieù dans 
l'hyperbole , en formant de même le produit a'*^'" ; mais 
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il faudra pte^re garde que , ùsçrs la figure £9 ,. l'angle Fîg. 59. 

FOU— FOI ^ BOL 

On déduit de là cette propriété remarquable^ que 
les parallélogrammes construits sur l^s diamètres cort" 
juguèsj soit de f ellipse ^ soit de V hyperbole ^ sont équi- 
i^alens au rectangle des axes, puisque ces parallé- 
logrammes , ainsi que le montrent les figures, sont 
composés de quatre autres parallélogrammes égaux, 
chacpuj au quart du rectangle des axes. 

. 148. Si l'on désigne par s le sinus de Fangle FOH^ 
on aura Féquation 

a b ss:zabj 

que l'on combinera avec 

a' + y* = a* + 6% \ 

dans Pellipse, et ayec 

û'* — i'^ = a» — i% 

dans l'hyperbole, pour trouver les demi-axes a el b,' 
lorsqu'on ne connaîtra que deux demt'diaraetres con- 
jugués et l'angle qu'ils font entre eux. Quand on aura 
les axes, on arrivera facilement aux angles qu'ils font 
avec îe^ diamètres conjugués, en se servant cj/es expres- 
dons de q^ , p^ , n^f /^*, rapportées dans ïe n® 146. Ces 
expressions donnent 

p^^^'^^—b^y 7ii»"~ a'{b'^-^b^y 

et par l'extraction de la racine quarrée, on parvient aux 
tangentes des angles HOT, FOI: 

Une remarque qui se présente aisément, et que je 
rie dois pas omettre , c'est qu'il y a dans une ellipse 
quelconque deux diamètres conjugués égaux entre eux. 
En èfiet , si dans les équations 

i5. • 



228 APPLICATION DE l'aLGÈBRK 

rt'*4-y* = a» + i», a'A'«=aij 
on suppose a' = &% on en tire les valeurs 
/, «* 4- b* ab nab 



a = — : — » « = -7: 



2 a * a* + 6»* 

qui font connaître la grandeur de ces diamètres et 
l'angle qu'ils comprennent entre eux. La supposition 
de a' = i', dans les valeurs de g^,p^9 n^ et m* y rend 
égales la première et la troisième , la seconde et la 
quatrième; on a donc tout ce qu'il faut pour déier-> 
miner ^ par rapport aux axes^ la position de ces dia* 
mètres. 

Lorsqu'on y rapporte l'équation de l'ellipse y elle 
prend la forme 

et devient semblable à celle du cercle; la seule diffé- 
rence qui subsiste est l'obliquité des coordonnées t et 
u\ aussi peut-on construire cette ellipse, en inclinant 
les coordonnées du cercle sous l'angle que font les dia- 
mètres dont je parle : de là résulte un procédé assez 
simple pour tracer une ellipse par points, lorsque l'on 
connaît ses diamètres conjugués égaux. 

Je laisserai au lecteur le soin d'effectuer la cons- 
truction des expressions rapportées ci-dessus. Ce que 
j'ai dit me paraît remplir le but que je m'étais proposé, 
savoir, de montrer comment on peut déduire les prin- 
cipales propriétés des lignes du second degré , par une 
méthode vraiment analytique et indépendante des 
constructions géométriques. 

i49* Ce n'est pas seulement en les rapportant à un 
axe des abscisses, par des ordonnées parallèles entre 
elles, comme on l'a vu jusqu'ici, que les courbes peu- 
vent être définies par des équations^ il est à propos de 
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remarquer que tout système de lignes , propre à déter- 
miner les difierens points d'une courbe , peut également 
en fournir une équation caractéristique. 

La relation 

a* — ex ex 

a a * 

obtenue dans le n* 1 3o , entre le rayon Tecteur FM^z, 

fig. 5^1 , et l'abscisse OP=:x y peut être considérée fig» 5a» 

comme telle , par rapport à l'ellipse. On en déduit une 

construction très simple de cette courbe ;- car en se 

donnant x, on obtiendra par des lignes proportion- 

cx 
nettes la quantité — , et retranchant cette quantité 

de a y on aura z ou FM] ensuite^ du point F, comme 

centre y et d'un rayon égal à FM, on décrira un arc de 

cercle qui coupera la perpendiculaire PM^ dans un 

point M appartenant à l'ellipse. Si l'abscisse tombait 

dans la partie 0/' de l'axe, x devenant négatif ,^ il 

ex 
viendrait pour ce cas s r= a + -^ 

a 

Cette équation diSere des précédentes en ce que 

l'ordonnée, au lieu d'être constamment parallèle à 

une même droite , cbange sans cesse de direction , et 

n'est assujettie qu'à passer par un point donné ; aussi 

ex 
l'équation a = a — — , quoique du premier degré» 

CL 

n'appartient plus à une ligne droite, comme lorsque 
les coordonnées sont respectÎTcment parallèles à des 
axes fixes. 

Dans le système que je considère maintenant , il est 
assez naturel de placer l'origine des abscisses au point 
F, duquel partent les nouvelles ordonnées ou les 
rayons vecteurs, et de remplacer, eu conséquence > 
OP^=x par FP = x\ ce qui donne 
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X ou OPzr^OF-^FPr^C — X^ 

cCc — x') a^-^-c*^ . cx^ 
a a a 

mettant b^ au lîea de a^-'^c*, on aura 

6* + ex' 

s r= , . 

a 

Enfin le plus songent, on introduit l'angle IFM k 
la plaoe de l'dbacisse x'j ce qui se fait en obserTant que 
dans le triangle rectangle FMP , on a 

FP=Fitf oosPFJ/,d'o4«' =— a cos/FJf (aS)^ 
nommant donc f l'angle IFM^ on obtiendra 

« = , ou « = — — — . 

a a«f*è0osi^ 

Cette dernière équation est d'un grand usage dans l'ap- 
plication de l'analjse à l'Astronomie : on la nomme 
équation polaire, comme toutes celle» dont les ordon- 
nées partent d'un même point qu'on appelle le pôle de 
la courbe. 

L'équation a= , relative à l'hyperbole (iSa)^ 

a 

étant soumise aux transformations précédentes , deyient 

successivement 

^ e^-^a'^'- ^ex' _^ b^ — ex' 
a a ^ 

b* — cz cos ^ è" 

«= , ou z = 



a a -f- ccos ^ 

fig. 5|. Dans la parabole ^ en faisant FM-=i%yfig, 54; et à 
cause que FM = QM (i 34) , on a 



A L\ GÉpMÉTfirE. i^^k 

mais X repFésentaDt i*p, il vient 

x = IF—FP=c' — x', 

d'où «=:2C'— x', 

2C' 



z = ac' --' a cos ^ • eu a =: — ; — ■-, — * 

l + cos ^ 



i5o. Les trois équations polaires dbtenùes ci'dessu& 
peuvent se lier entre elles, en introduisant dans les deux 
premières, au \\e\x du second axe b , le paramètre^ 
d'après lequel on a 6*=îfl'/> (i37). Par cette substitua» 
tion^ l'équation de l'ellipse, se' changeant ea 

jgp _ JF 

a + ccos© , c * 

i + ~cosÇ 
a 

devient celle de l'hyperbole , quand a est négatif et 
c^a (*), celle de la parabole, quand on fait c = a 
et a infini , d'où il résulte p = 4^^ 

c 
On peut encore faire - = ^ , ce qui donnera 

a 

a(i— O 



I -f- e cos 



Sous cette forme, on aura l'ellipse, quand e < i ; le 
cercle, si « = o-, l'hyperbole , si «?> i , et que a soit 
négatif; la parabole , si e == i , et que a soit infini. 

Enfin si l'on veut chasser a du résultat précédent, et 
le remplacer par la distance du sommet au foyer , oa 
emploiera la relation c = a — c (i37) qui donne 

ae=:a'-^c\ d'où a= — : — y 
' 1— î-« 



{*). ^ doit être pris alors pour le sapplëment de IFMyfig' 53^ 



n 
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et z= — r ^* 

i5i. Les propriétés ^dnctamcntales de Fellipse,. dm 
l'hyperbole et de la parabole^ énoncées dan» le n<> i3g^ 
et qui ont lieu , soit par rapport aux axes, soit par rap* 
port aux diamètres {i^^), se retrouTent dans les diffé* 
rentes courbes qui résultent de l'intersection de la 
surfaee conique par un plan quelconque : en Toici les 
démonstrations synthétiques. 
F%< 6». Soit ASB ^ Jig. 6i, un cône quelconques base cir- 
culaire ^ c'est-à-dire le corps terminé par la surface 
qu'engendre^ en glissant sur la circonférence du cercle 
ACBDy une droite assujettie à passer parle point iS^, 
dans toutes les positions qu'elle prend. i°« Il est évident 
que si l'on coupe ce cône par un plan quelconque CSD, 
Bieoé par son sommet S , on obtiendra deux lignes 
droites qui répondent aux deux positions prises par la 
* droite génératrice, lorsqu'elle est parvenue successive- 

ment aux points C et 2> > dans lesquels le plan CSI> 
rencontre la circonférence ACBD'.^ a**. Si le plan cou- 
pant est JtCBjy ^ parallèle au plan de la base ACBD^ 
la section sera un cercle , ainsi qu'il est aisé de s'ea 
convaincre^ en concevant qu'on ait i^ené p^ le point 
iS^et le centre de la base,, l'oar^ 50 du cône proposé , et 
que l'on ait fait passer par cet axe deux plans quel- 
conques ASE et C^SI), dont les intersections respectives 
avec A CED et ^'6'iS'Z>', soient AB et AB\CJ} et 
CD' ; car on aura alors les triangles semblables 

COS, CO'S^ 
qui donneront 

co : C(y :: so : s&^ 

et les triangles semblables AOS, ÂO'Sy qui donneront 

AO\ÂO' \\SO\SO' ^ 



V 
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et puisque par copstrnction AO=:CO, on aura 

ce qui prouve que tous les rayons de la section A'CKD' 
sont égaux j qu'elle est par conséquent un cercle. 

Il est à propos d'obserTcr que la surface du cône s'é- 
tend indéfiniment y soit au-dessous du plan de la base 
ACBD y soit au-dessus du sommet S y puisque rien ne 
limite la longueur de la droite génératrice; et il est 
aisé de sentir que le prolongement Sb de la droite SB y 
décrit un second cône placé dans une situation inverse 
de celle du premier. 

i52. Apres ces préliminaires^ je suppose que le plan 
coupant ne soit plus parallèle à la base ACBD du 
cône 9 mais qu'il la rencontre suivant une droite GH, 
fig, 62; j'abaisse sur c^\Xé ligne > du centre 0> la per* Fig. <»3. 
pendiculaire OG , parr:t(^uelle je fais passer le plan 
ASB, Il est visible que si le plan coupant rencontre 
en même temps les deux côtés SA et SB , et que par 
conséquent il n'entrjp point dans le cône supérieur aSby 
la section IMrm sera une courbe fermée ou rentrante 
en elle-même. 

Cela posé , je mène , parallèlement à ACBDy deux 
plans EMFm , E^M'F'm'y qui rencontreront en même 
temps le plan coupant IMTm ; les communes sections 
Mm y Wni y des deux premiers avec le troisième , se- 
ront parallèles à GH y et par conséquent perpendicu- 
laires aux ligues EF et E'F'y qui sont parallèles à 
AB y comme étant les communes sections des plans 
EMFm y E'M'Fm' y par le plan ASB. Les courbes 
EMFm y E'M Fni , étant des circonférences de cercle 
(n^précéd.), on aura 



PM:=zEPX,FPy rM' = EP' X F'P" y 
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mais la ligne JF^ commune section des plans ASB %l 
IMF m , formant avec les lignes EF^ E'f et les cotés 
du cône, les triangles EIP, EUT* ^ semblables entre 
eux, et les triangles F/'P, PrP\ aussi semblable» 
entre eux, les deux premiers donneront 

et les deux autres^ 

FPiFP' y.rp irp'-, 

multipliant ces proportions par ordre, on aura 



EP X FP : JE'P' X F' F' :: jp x ïp : iP* x i'p'v 



et substituant à EPX.FP et E'P' X F'P" leurs va- 
leurs PM çt P'M\ on obtie^df^a 

pm\ FÂr ':: ipy^'fp: 7F x FF y 

proportion qui exprime la propriété caractéristique de 
l'ellipse (139, 142). ^ 

i53. Il est à propos de retnarquer que si le triangle 
Sir était semblable au triangle Sj4B, sans que la ligne 
ir fût parallèle à j4B, ce qui aurait lieu si l'angle Sif 
était égal à SAB, alors W/ le serait à SBA, les trian- 
gles EIP et F/'P, devenant aussi senililables entrie eux y 
comme les précédens, donneraient 

EP : rp :: ip : fp, ou 'ep:kfp—Tp>Cïp\ 

et parce que dans le cercle EMFm on a 



PM=EPycFP, 

on aurait aussi 



PM=rpxip. 
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La section IMVm serAÎt donc elliEMnéme un cercle dans 
ce cas ^ si les ordonnées PM étaient perpendiculaires au 
diamètre //'*, mais pour que cette dernière condition 
soit remplie , il faut que la commune section GH du 
plan coupant et de la base du cône soit perpendiculaire 
à la fois sur la droite G A et sur la droite G/, c'est-à-dire 
qu'elle soit perpendiculaire au plan SAB metié pat 
Paxe, et que par conséquent celiii-ci soit lui-même 
f)erpendîcùlaîrè au plan de la base du cône et au plan 
coupant. Alors le plan coupant est dit antipatallèle à 
celui de la base^ et il en fésulte que» dans lin liïône à 
base circulaire, la section anti parallèle à cette base est 
un cercle , de même que la section parallèle. 

i54. Si le plan coupant était/ par rapport aUx côtés 
du triangle .^1$^ , dans la situation que représente la 
figure 63 , c'est*à-dire qu'il put rencontrer en même Fig. G3. 
temps les deux cônes opposés , il prodiiirait sur chaque 
cône une courbe infinie, puisqu'une fois entré dans 
le cône, il n'en sortirait plus. Les deux cônes op- 
posés ne formant, à« proprement parler, qu'une seule 
surface, les deux courbes Klk et Kl'V doivent être 
regardées comme n'en composant qu'une seule. II est 
facile de reconnaître déjà une ressemblance marguéc 
entre cette courbe et l'hyperbole ; mais pour prouver 
leur idei^tité, il faut de plus retrouirer dans la première , 
une des propriétés caractéristiques de la seconde. 

£n supposant que le plan ASB soit déterminé comme 
dans le numéro iSs , qu'on ait mené le plan EMFm pa- 
rallèle à ACBD , et tiré les droites //, Mm^ Mm ^ qui 
Sont le) communes sections du plan coupant avec Vs 
trois plans ASB y EMFm, ACBD, on comparera les 
triangles EIP , AïP' y qui donneront 

EP : AP' :: IP : îp', 



a36 APPLICATION DE l'alGÈBAE 

et les triangles semblables Fl'P^ BVP' ^ qui donneront 

FPlBP' V.TPWI^', 

multipliant ces deux proportions par ordre ^ il viendra 



EPxFP i AP'x^BP' :: rpx^rpiip'x.rp'', 

mais à cause que les sections EMFm et ACBD soal 
des cercles dout les diamètres EF et AB sont perpen- 
diculaires aux lignes Mm et Mm ^ par construction^ 
on aura 



EPy<^FPz=z FM, AP" x BP'^P'My 
et par conséquent 



PM^ : PM'\ :: ip x i'p : ip" x /p', 

proportion dans laquelle se trouve exprimée la pro* 
priété caractéristique de l'hyperbole (iSq^ 14^). 

i55. Il me reste encore à examiner le cas ou le plan 
coupant serait parallèle à l'un des côtés SA ou SB du 
Fig. 64. triangle ASB , ainsi que le montre la figure 64- H ne 
pourrait alors rencontrer qu'un sAil des deux c6nes op" 
posés; mais il ne s'en dégagerait jamais, en sorte que 
la section MTm serait une courbe ouverte et infinie , 
comme la parabole , avec Taquelle je vais prouver qu'elle 
est identique. 

Les plans ASBy EMFm^ ACBDj étant menés dans 
les mêmes conditions que ci-dessus , le parallélisme des 
lignes /P' et iSl^,* donne 

FP = BP'', 

d'un autre côté, les triangles EIP , AIP' , étant sem- 
blables, conduisent à 

EPlAP' :: IPlIP'i 

multipliant l'un des termes du premier rapport par FP^ 
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Vautre par 5P', ii viendra 



js;pb< FP : AP^ X BP' :: ip : IP'\ 

mais dans leki;ercles EMFm et ACDD, on a toujours 



EPycFPzrz PM, AF X ^P' = P'M' : 
donc * 



— a 



PM: FJMC ::JP \IF, 

proportion qui n'est que l'expression de la propriété 
caractéristique de la parabole (i39, 14^). 

i56. Les circonstances dans lesquelles les lignes du 
second degré changent de nature^ peuvent aussi se voir 
dans le cône. En effet , si le plan coupant passe par le 
sommet y sans entrer dans le cône, la section se réduit 
à un point qui correspond à celui qu'on a remarqué 
dans le n*' 1 16. 

Qpand le plan coupant , passant toujours par le som- 
met , entre dans le cône, on a deux lignes droites ; et 
si on l'écarté ensuite de ce point , en le faisant mou- 
voir parallèlement à Ihi-méme, on obtiendra une suite 
d'hyperboles, ayant pour asymptotes les droites ci- 
dessus, rapportées, oa projetées sur le plan de la courbe, 
■j^T des perpendiculaires à ce plan (i 18 et 128). 

Enfin quand le plan coupant est parallèle à l'un des 
<côtés SA ou SB^ s'il vient à passer par le sommet, il ne 
fait plus que toucher le icône suivant une ligne droite, 
mais qu'on doit regarder comme double ; car elle est la 
réunion des deux parties de la parabole , qui s'appro- 
<;hent sans ces^ par le rétrécissement que subit cette 
courbe, à mesure que le plan coupant s'approche de son 
contact avec le cône (1 19 et 128). 

D'un autre côté, plus on éloigne du sommet du cône, 
mais toujours parallèlement k son côté, le plan cou- 
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pant, plus la parabole &'ouyre ou s'élargit -vers son 
sommet y et tend par conséquent à s'approcher de la 
ligne -élevée par ce point , perpendiculairement à son 
axe. 

15^. Je rais examiner à présent' les propriétés des 
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes 
du second degré. Pour suivre la méthode que j'ai em- 
ployée à l'égard du cercle en pi^rticulier (io5), on 
prendra l'équation 

qui appartient à la droite passant par le point dont les 
coordonnées sont et et jS, et faisant avec l'axe des abs- 
cisses un angle dont la tangente trigonométrique est ^ ; 
on la combinera avec l'équation y* = mx + tmf* , qui 
rentre dans jifi^' + Cu^ — Efuz=zo (128), et qui 
comprend par^conséquent les trois courbes du second 
degré. En faisant, comme dans le n® io5, 



V/(x_«)»+(j — ^/ = a, 
on aura , 

et posant pour abréger, — =^', il viendra 

Y I -f" -^ 

substituant ces valeurs dans l'équation jy^=77ZA:-!- 72 j?', 
on obtiendra cette tranformée 

* 

Passant tous les termes dans un. seul membre; et ordon- 
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îiant parjrapport a z, on trquvera 

ce qui revient à 

2(i8ydf — ^m — net) iS*— w« — 7i«* 

Dans cette équatîoii , Finconnue z représente la dis- 
tance EM ^ fig. 65, entre le point dopné E , et l'un Fig. 65. 
des points d'intersection M et M' de la droite proposée 
EMy avec la courbe AC\ par le moyen de sa valeur, 
on parviendra facilement à celles des coordonnées de 
cette intersection. 

Il est évident, par ce qui précède, qu'une ligne 
droite ne saurait rencontrer en pliis de deux points une 
€ourbe du second degré. 

i58. En raisonnant ici comme pour le cas du cercle 
(107), on verra que les deux valeurs de z doivent de« 
venir égales lorsque la ligne proposée ne fait plus que 
toucher la courbe, comme en iV, parce que les points 
M et M' se rapprochent de plus en plus, à mesure que 
la ligne EM s'approche de EN, La différence des deux 
valeurs de z comprises dans la formule 

M — ^771 — yi< _^^' //j gy^ — {m-^nd s^ ^^ma — na^ 

^—~ {A^^n)A' ~y \ {A^—n)A' )~J2^-^n)A''^' • 

étant exprimée par 

^V\iA^~n)A'J iA'—n)A'^ \ 

et donnant toujours la longueur de la corde MM', de- 
vient nulle lorsque les points M et M' coïncident, et 
fournit par conséquent , pour le point de contact iV, 
l'équation 

( fiA-^lm — 7za\' /Ô* — met — n«* 
{A*—n)A~J {A'—n)A'^ ""'' ^'^' 
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En la déyeloppant^ A^\ disparaîtra comme diviseur 
commun à tous les termes, et la résultante sera l'équa- 
tion qui doit donner ^, et faire connaître par consé- 
quent la position de la droite EN j menée par le point 
Ey tangentiellement à la courbe AC. 

Ne Toulant considérer que les cas les plus simples, 
je supposerai que le point E soit pris sur l'axe des abs- 
F»g. 66. cisses APjJig* 66; il résultera de là que iSsso^ et 

(^7» + n«)* mA + net* 

jÂ^ — ny ■*" A*-n '^^' 

équation qui se réduit, après le déToloppemenl ,^à 

j 7»* + nutA^ + Ti/Ê^A^ = o , 
et donne 



Cette expression se présente sous une forme imaginaire, 
mais elle peut devenir réelle par les valeurs particu- 
lières que recevront les quantités /», n et «, et cela 
arrive pour tous les cas où la position du point E per- 
met de mener, par ce point, un« tangente à la courbe 
proposée. 

1 59. Il y a encore un cas dans lequel la condition de 
contingence se simplifie beaucoup, c'est celui on le 
point donné, étant sur la courbe même, se confond 
avec le point de contact. En efiPet, si le point E passe en 
Fig. 65. Myfig, 65, il y aura alors entre <£ et iS la même relation 
qu'entre x et y y sur la courbe AC j c'est-à-dire que 

i8*= rrut + n«' ou jS* — ma — w«* =r o : 
ce qui réduira l'équation (i) à la suivante: 

^A i TW 72« = o , 

/ 

d ou Ion tirera A=. ^ — -z . 
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Telle est'rexpression de la tangente de l'angté que doit 
faire aTec l'axe des abscisses, *la. droite MTy pour tou- 
cher la courbe -^C 

La position de cette droite serait donnée d'une ma- 
nière plus conunode , si l'on en connaissait un second 
point : celui qui s'offre le plus naturellement, est le 
point Tp ob elle rencontre l'axe des abscisses ^ et pour 
lequel j' = o , dans l'équation y^fi = A(x — «) (85). 

Il résulte de là 

fi 
-p-]3=^(a?— «) et X — « = — -^. 

la quantité a: — « étant la différence des abscisses des 
points M et Tj désigne la portion PT de l'axe AB: 
mettant donc pour A sa valeur, on aura 

A* 

La ligne P*T se nomme la soutangente ; et lorsqu'elle 
e^t construite, on obtient la tangente, en joignant le 
point M et le point T par une droite. 

160. Pour connaître l'expression de hi soutangente 
dans chacune des courbes du second degré en parti- 
culier , il suffit de comparer J|iiCcé8siYement les équa- 
tions 

avec l'équation y^ = mx + tu^. En obsertant comme 
ci-dessus, que « et @| désignant les coordonnées du 
«point de contact situé sur la courbe , ont entre eux les 
mêmes relations que x et^, et substituant en .consé- 

(*) Dans la Ogare , PT est la somme des lignes AT et AP, parée 

3ffe l'abscisse AT an point T^est négative par rapport à Pabscisse^P 
la point M (76). 

^Trigonométrie* 8* édition. 16 
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quencepour j3* sa yalear^ <m troufera, par la prem^re 
équation., apfiarteoante àJ^eUipse, • 



2a M^'^^'^) a'^m * 

par }a seconde, appartenante à l'hyperbole, 

mss:», I» = ■*--, d ou PTss—T-; — -—-se— -i — ; 

'^ 2a A«+«) a+« ^ 

par la troisième enfin; appartenante à la parakole, 

7»=», 71=0 , A'on PT=z — ^=:z—2k. 

P 

Gîtte dernière expression, la plus simple des trois « 
fait Toir que dans la parabole j la aoutangente esi 
double de P abscisse é Le signe— qui l'affecte, ainsi que 
les autres, montre qu'elle doit être prise sur l'axe jiB, 
à partir du point P, yers le côté où se portent les x 
négatifs ; mais comme la forme des courbes indique suf- 
fisamment de quel côté doit tomber la soutangente, je 
ferai désormais abstraction du signe de son expression* 

La construction des premières expressions n'offre pas 
beaucoup de difficulté : o» a pour Pellipse 

a— • : 2a—- :: # : ^^!^—=JpTj 

pour l'hyperbole 

a+^:%a^»::^: ; =pr; 

ainsi , tout se réduit k trouver des quatrièmes propor* 
tionnelles. 

Il est bien remarquable que le second axe b n'entre 
point dans ces expressions.; il en résulte que pour une 
même abscisse , la soutangente est la même dans toutes 
les ellipses qui ont le même grand axe, et qu'il en ar— 
rÎTe iautant aux hyperboles. L'ellipse sti changeait çn 
cercle lorsque bs=za, on peut mener la lapgente k 1% 
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prf^PMère 4e <^ oomhea par le moyen de celle de la 
seconde^ car si Toq prolonge l'ordonnée /7m , fig'G&j Fig. 56. 
jusqu'à la radcontre.du cercle décrit sur le grand axe, 
et qii'oa tire la droite nT tangente à ce oerde, au ; 
point n^ la soi^tangente pT^conyiendra aussi ^ d'après 
ce qçi précède y an point m de l'ellipse, dont la tan-* 
gente s'obtiendra par conséquent en joignant ce dernîec 
avec le point 7* Qn aurait une construction semblable 
poHr les hjperboles quelconques , en partant des sou^ 
tangentes de l'hyperbole équilatère (128). 

161 • Quand on a- la soutangente, il est facile d'en 
déduire les expressions de la tangenle j de la «ozfizor- 
male et de la normale : ce sont les noms qu'on donne 
aux lignes MT, PR et MR,Jig. 65. lA première est Fig« 65. 
la portion de la tangente comprise entre le point de 
contact et l'axe des abscisses ; la seconde est la partie 
de l'axe des abscisses comprise entre le pied de Por* 
donnée PM et le point Ry ou une droite menée per- 
pendiculairement à la tangente y par le point M y reiH 
contre cet axe ; en£n la troisième est la longueur mékne 
de cette perpendiculaire , mesurée depuis le point M 
jusqu'à l'axe des abscisses. 

I®. Par le triangle PMTy rectangle en P, on )i 

MT = P^PM + P7\ 

a*. Les triangles PMT, PMRy semblables entre eux 
comme étant formés parla perpendiculaire PMy abaissée 
de l'angle droit du triangle RMT, rectangle en M, don* 
neront 

PT.:PM::PM:PR,à'oiLPA=^. 

3*. Il résulte du triangle PMRy rectangle enJP, 

MR = VpM+'pH, 

i6«* 
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Il est rislble que ces formules conviennent à toutes 
les courbes, et que pour les appliquer à l'ellipse, par 
exemple, il faut mettre dans la première et dans la 
seconde, au lieu de PMeX de PjT, les valeurs relatives 
à cette courbe > puis ayec la Taleur qu'on obtiendra 
pour PR et celle de PM^ on formera celle de MR\ il 
faudra opérer de même par rapport à l'bjperboie et à 
la parabole. Je me bornerai à rapporter' ici les résultats 
de ces substitutions, qui n'ont par elles-mêmes aucune 
difficulté. Pour FeUipse 

• 

pour l'hyperbole 

pour la parabole 

PR={p, MR=\^p^ + ip\ 

On obtient des résultats un peu plus simples , à l'égard 
des deux premières courbes, lorsque l'on compte les abs« 
cisses à partir du centre , ce qu'on ne peut faire pour la 
troisième, qui en est dépourvue (128). Pour parvenir 
à ces résultats , il suffit de faire et = a — «t' dans l'el~ 
lipse, et fit = et' — a dans l'hyperbole (ï37); « sera la 
nouvelle abscisse prise k partir du centre : ces substitu- 
tions et les réductions qui s'ensuivent étant effectuées, il 
viendra pour l'ellipse, 
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N 



PR='l.', 



pour l'hyperbole, 

162. Quelque él^ante que doive paraître la méthode 
employée ci -dessus , pour mener les tangentes aux 
courbes du second degré, je crois ne pas devoir passer 
sous silence les blutions synthétiques les plus simples 
qui ont été données de ce problème, et je rais les ex- 
poser succinctement. 

i^. Par le point iRf , pris sur l'ellipse, ^^. 52 , on me-' Fig; 5a. 
nera les rayons vecteurslFilf et T^iMT; on prolongera l'un 
des deux, F^M, par exemple , d'une quantité M G égale 
à l'autre, FM] on tirera ensuite JPG, et la droite MJff 
perpendiculaire sur le milieu âe FG, sera tangente au 
point Mf car elle n'aura que ce point de commun avec 
la courbe. En efict , si l'on prend un autre point quel- 
conque N sur cette droite , et qu'on tire les droites FN^ 
F'Nf on aur% 

F'N+NG>F'G, 

<se qui revient k 

F^lf+ FN> FM^ FM> //; 

car ^ par la construction , MG =:; fMy NG == FN\ et 
comme il est aisé de yoir que pour les points placés au- 
dedans de l'ellipse, la somme des distances i chaoaii 
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des foyers est moindre que le grand axe , il suit de œ 
qui précède que le point N est hors de l'eiiipse , puis- 
que la somme de ses rayons fréteurs est plus grande 
que Paxe //. 

Cette construction montre aussi que les angles F3ÏH', 
FMNy formés par les rayons vecteurs et la tangente > 
sont égaux ^ et que la normale' au point M , diviserait 
en deux jparties égales Tangle FMF. 

a®. Lorsque le point proJK^sé M est sur rhyperî)ole y • 
Fig. 5^.Jig. 53 , il faut porter le plus petit rayon vecteur FM^ 
sur le plus grand FM, et non pas sur le prolongement; 
achevant la construction comme ci-dessus , on aura pour 
ce cas 

FN<F'G+NG<FG'^FNj 

d'où il suit 4 

FN—FN<FG<^F'M—FM, 

ce qui prouve que le point N n'est pas sûr l'hyperbole. 
.11 n'est pas placé dans l'intérieur de cette courbe , car 
il faudrait^ pour qpe cela fàf , que I^ différence de» 
distances à chacun des foyers surpassât le grand axe. 
En effet, si l'on tire F^m , on a 

Fm^Fm = F'm + Mm—FM', 

et comme F* m + Mm surpasse FM, il s'ensmt 
F' m -^Fm^ F* M — FM. 

L'égalité des angles FMH et F^MH^ ou RMN , ré- 
sulte encore de cette construction. 
Fia. 54. ^*** ï^orsque le point M est sur une parabole yj^g*. 54, 
il n'y a plus <[u'un rayon vecteur, m^is l'autre est rem- 
placé p^r la droite QM parallèle à l'axe IB, et le point Q 
tient lieu du p*oint 6, puisque QMz=:FM. Considé- 
rant ensuite un point N placé avant ou âpres le contact , 
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on a eu même temps QN et FJV^> OJNTj le point N 
«^ donc hors de la courbe. ' 

De la construction ci-dessus on dédui} réalité dë$ 
angles FMJFfy QMH\ et il feul observer que le dernier 
est ^al à NMMi fbrràé par la tangente et la droite ME 
parallèle à Taxe IB. 

Si l'on appliquait le calcul à ces constructions > on 
trouverait les résultats obtenus dans le numéro précé- 
dent. 

i63. La considération des tangentes de l'hyperbole 
conduit à tij^e particularité très remarquable , de la- 
quelle il résulte que quoique son cours s'étende à l'in-> 
fmi; chacune de ses branches demeure néanmoi]BS tou- 
jours renfermée entre les côtés d'un certain angle, 
sans pouvoir f amais les atteindre y ainsi qu^(>n le voit 
dans la^. 67. Cette circonstance , qui s'est présentée Fig- 67- 
d'une autre manière dans le ri® 118, se retrouve en- 
core en observant la marche de la soutangente PT^k 
mesure que le point de contact M s'avance sur la courbe 
et s'âoigne du point /, ou, ce qui est la fenétne eho6e> 
à mesure que l'abscisse • OP augmente. En désignant 

X* — £1* ' 

OP par 17, on a (161) PTz=r ; et cokurnb 

OyssOP—Py, il vient 



OT^=zx — 



!?*-«- a* 



X 



On i^it évidemment par ce résultat que plus a; croit 
plus OT diminue, et plus le point T s'approche du %, 

point O) qu'il ne peut cependant jamais atteindre, 
puisqu'une fraction ne peut jamais devenir absolument 
Jiulle > tant que son numérateur ne s'anéantit pas : le 
point O djpit donc être regardé comme la limite ters 
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laquelle le point T tend sans cesse par le progrès de 
l'abscisse. 11 faut examiner maintenant les changemens 
qu'épronye , dans les mêmes circonstances y l'angle 
MTP qui détermine la situation de la tangente par 
rapport à l'axe des abscisses. La tangente trigonomé- 
trique de cet angle a pour expression 

MP bx ,, , 

^^ ay x^ — a* 

qui, prenant la forme -^ . ' j lorsqu'on divise ses 



V'-j • 
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deux termes par x , tend nécessairement vers la quan- 

6 , . a* . . 

tité - à mesure que la fraction -r diminue • ou à qie- 
a ^ X* 

sure que x augmente : l'angle MTP ne peut donc 
diminuer indéfiniment , et la limite qu'il ne saurait at- 
teindre , mais dont il s'approcbe sans cesse , est l'angle 

EOff dont la tangente trigonométrique est -. L'hy* 

et 

perbole ne peut donc jamais parrenir à toucber la 
ligne OE^ quelque prolongées qu'on les suppose l'une 
et l'autre. 

Pour construire l'angle EOI, il faut prendre sur 
l'axe // une abscisse à yolontéVle demi-axe OIj par 
exemple , et le triangle rectangle JSOI donnant 

h 
EI=01 tang EOIy on aura EI= OIX-=b, 

puisque OIs=sa. Élevant donc au point / la perpendi- 
culaire El:=zb, la droite OE, qui joindra les points 
O et E , sera la limite de toutes les tangentes de la 
branche IK de l'hyperbole : j'ai déjà dit que cette H- 
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mile se nomme asymptote. Il est éyident qu'il en ex.iste 

une seconde , Oe y placée au-dessous de l'axe If, faisant 

arec cet axe le même angle que la première, et servaç^t 

de limite aux tangentes de la branche Ih. ^^ 

i64« Il ne sera* pas inutile de montrer comment on 

passe de l'équation'de l'hyperbole rapportée à ses si^es, 

à celle qui à lieu relativement aux asymptotes. Pour 

cela^ que Ton mène par le point M, parallèlement à Pa- 

sjmptote Oe j une nouvelle ordonnée QM, et que l'on 

fasse QO:=:ty Q3f=^u'y l'angle -KO/ compris entre 

QO, axe des t, et //, axe des x , aura évidemment . 

. OI . lE ^ 

pour cosmus-pr^, pour sipus tt^î et comme 



OI=a, IE=b, OE = Vo/+ lE = V^a'^ V y 
il en résultera ( 1 22) 

a b 

G>n8idérant ensuite Taxe des Uj Oe fOn trouvera 

cos eOI=:i 7:7- , sm eOI= yr- ; 

Oe Oe 

mais comme Oe :=: OE ,Ie=s^'--'lE, il viendra 

a —b 



et par les formules générales 

on obtiendra 

a(*4-u) b(t — u) 
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Subftiltt&tit ûes Yftlenrs dans l'équatioii 
elle se changera^ après les rédactions ^ en 

. .?^=». »« <»=-;(«•+*•). 

Cette dernière éq«atign , semblable à la transformée 
obteaae à la fin du n^ lao, met bien en évidence la pro- 
priété dont jonissent les asymptotes^ oar on en tire 

. u = ^^^-f-^,', ou ÇM«^, 

ee kpaâ ttiontre t)ue l'ordonnée QM ra toujours en di- 
minuant à mesure que le point Q s'éloigne du ppiat 0| 
mais qu'eQe ne peut jamais devenir nulle. 
Lor/sque l'hyp«4K>le proposée est équilatène, (128), 

b 

bz=:a\ la tangente de l'angle £^0/, expriipée par -^ 

se réduit alors à i : chaque asymptote fait par consé- 
quent avec Paxe /T un angle égal à o^JS^ et les deux 
comprennetit entre elles un angle droit. L'équation 
' ^z£ = ^ (a* -|* b^) y devenant /u = ^ a^ , montre que le 
produit des coordonnées ^ et u est alors égal à la moitié 
du quarré du demifaxe transverse OJ* 

II est à prqpos de remarquer que si l'on mène par le # 
point / les droites ID et Id^ respectivement parallèles 
à Otf et à OE y on formera un losange dont les côtés 
ID et Jd Seront^ par rapport aux asymptotes^ les 
coordonnées du point / situé sur l'axe \ on aufà par 
conséquent 
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d'oi Poiî tirera 

et en général 

uàns le cas de l'hjperBole équilatère^ le losange Dd 
dayient un quarré> puisque l'angle DOd est dtoit. . 

* Le quarré ID, équivalant au quart de la somme des 
quarrés des demi-axes de Phyperbole, est ce que les 
anciens géomètres désignaient sous le nom de puissance 
de l'hyperbole. 

i65. Il est visible que si Ton 'prolonge les lignes PU 
et PJiff ordonnées relatives à l'axe //', jusqu'à la 
rencontre des asymptotes OE et 0«/Ies parties MR 
et M^tBi. ^'interceptent, sur oés ordoniiéeis, dhaqvie 
branche de courbé et son as^tiptote, sont égales etiti^ 
elles : la même propriété a lieu par rapport à uHé df^ite- 
quelconque, menée par un point quelconque de l'hy* 
perbofe. Si l'on tire, par exemple, MN* y on aura 
GM=z G'N*, quelque position qu'ait MN'.'^owc s'en 
convaidcre, on con^encera par observer que 



•a 



b 






MliXiMR^bK 

On mëiiera ensuite, par le point N*, la droite SS pa- 
rallèle à MlkT; les triangles semblables i?il[f G, SIfG, 
dontaeront 
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GM: GI^y.MRlirSy 
lei triangles «emUablës RMG' et SfIfG\ donneront 

G'M : Gif u M:ef : irsTi 

multipliant ces 4eux proportions par ordre , il Tiendra 



Giifx G'M\ GJTx^ ffir :: mrx, mr : its'k wsft 

et comme en yertn de ce qui pr^cëde , on a 
on en conclura ' 



GMX G'ilf = GIT X &ir. • 

Mettant à la place i/d G' M et de GN* , leurs yaleurs 
Gir + MTfy GM+ MN' , et faisant les réductions qui 
se présentent après les multiplications indiquées , on 
aura enfin 



GM X 4/2V = G'ir X Mtr, ou Gilf r= G'A', 

• 

i66. Ayec le secours de la propriété qui Tient d'être 
démontrée 9 on décrit bien simplement l'hyperbole par 
points 9 lorsqu'on *a les asymptotes et un seul point M, 
On tire par ce point un très grand nombre de droites ^ 
comme MN*y sur lesquelles on prend la partie GM 
comprise entre le point M et l'asymptote qui en est la 
plus voisine, pour la porter de G' en N^j, ce qui donne 
un nouveau point If delà courbe chercbée. 

Quand on a les asymptotes^ on trouye la direction 
de l'axe //' en divisant en deux parties égales l'angle 
qu'elles forment ; et comme la tangente de l'angle JSOl 
donne le rapport des demi-axes a et fr (i63}; il est 
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aisé de déterminer ces quantités dès qu'on connaît un 
point de Thyperbole. L'équation PM = — (OJP— a*) 



I— "• 



donne snt-le-cnamp <r=s , enrepré- 



sentant par Jt la quantité - . 



a 



'0. 



167. Outre Fbyperbole dont les branches sont Kit 
•et KTk't les lignes OE et Oe comprennent encore une 
autre hyperbole HLh , B!UK y décrite dans les den^ 
autres angles que forment ces droites , de manière que 
l'axe transyerse // de la première est le second axe de 
la deuxième 9 qui a pour axe transyerse LL^^ second 
axe de la première. La relation qu'ont entre eUes ces 
deux courbes, les a fait nommer hyperboles conjuguées $ 
elles ont vcAvae puissance ^ et par conséquent^ leur 
équation est la même à l'égard des asymptotes : seule- 
ment ^ l'angle de ces lignes ^ ou des coordonnées^ est 
pour l'une le supplément de ce qu'il est pour l'autre. 

, 1 68. On a tu par \\ forme de l'équation du cercle (94% 
qu'il fallait trois points pour le déterminer : la même 
considération s'applique à une .courbe quelconque ; et 
il est évident qu'il faut en général autant de points que 
l'équation de la courbe demandée renferme de coeffi- 
* ciens nécessaires. L'équation 

qui appairtient aux courbes du second degré en général, 
étant mise sous la forme 

,J^ + bay + cx^ + dy + ex=f, 

fie contient plus que cinq coeffîciens b, c,df e èli f; 
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a sitffy^ Ji^»^ de dm poiOiU m^^ p^grtiqillf^r^ier Ja 
courbe du second degré qu elle représente. £n effet , si 
les coordonnas de ces points sont respectiTement 
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on formera les cinq équatioos suivantes : 

fi* + hnfi + c«* +dfi +e* ;==/, 
/* + ba'fiT + c« • + rf/ + ^« ^/, 

^*. 4-i*"'i8^ +c«''* +dfr +ect''^f. 

N'ayant pour but que de montrer la possibilité > en gé- 
néral, de la détermination des lettres fe, c , rf, e,/, et le 
nombre de conditions qu'elle exige, je ne m'arrêterai pas 
à effectuer les calculs qu'entraînerait cette opération, 
pour lesquels on peut consulter l'ouvrage de M. Puis- 
sant, cité à la page ï6i , et où l'on trouvera sur ce sujet 
et sur ses applications, les détails les plus importans; 
je me hiornerai à faire <^erver que ces équations peu- 
Tcnt devenir contradictoires entre elles dans certains 
cas particuliers. S'il arrivait, par exemple, que trois 
des points donnés fuss^t en ligne droite, il ne serait 
l>as possible de faire passer une C!9^rbe du second de- 
gré par ces points, puîsqu'aijicune QDuirh^ de ce diQgrit 
ne peut avoir plus de deux points communs avec une 
même droite (i57). 

On conçoit que quand la çoij^rhe est donnée d'espëoe 
et de position , il faut moins de conditions pour: la èér 
terminer. Par exemple , pour achever de particulariser 
une ellipse dont le centre et le grand axe sont donnés 
de poûtion ; on n'a bç^oin q^e de deu:|. poi^t^*, ç^ on 
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peut «Ion preQ^ ce oentet ppar l'criginedes ooep- 
données, et ce grand axe pour celui des abscisses; 
l'équation «•j'^+èVrsa"^*, relative à ce cas , ne ren- 
ferme que deux coefficiens, a, b, qui se déterminent 
par les équations 

a* fi'* + If cl'* = a*»*. 

• 
169. J'ai démontré dans le numéro ']3, que Péqua- 
tion du second de^é se construisait par le moyen d'une 
circonférence de cercle et d'une droite , et dans le nu-* 
méro io5^ que les deux racines étaient données par les 
deux intersections que peuvent avoir ces lignes^ en sorte 
que l'qn considérait l'équation proposée comme résul- 
tant de l'élimination d'une inconnue entre deux équa- 
' tions à deux indéterminées , l'une appartenant à la 
droite , et l'autre au cercle ; si L'on généralise ce point 
de vue, on aura le moyen de construire des équations 
d'un degré quelconque. 

En effet, si l'on a, par exemple , l'équation 

x^ b*Olf + i?X — cf^ = o/ 

qui peut représenter toute équation du quatrième de- 
gré , dont on a fait disparaître le second terme. , il est 
periùis de la supposer produite par l'élimination d'une 
^inoonaue y, entre . deux équations du second degré, 
renfermant en même temps x et y, et appartenant par 
conséquent à deux courbes. Trouver ces équations est 
an problème indéterminé ; car il y a une infinité de 
systèmes» d'équations qui peuvent conduire à la pro- 
posée : on en pvend donc une arbitrairement. Soit 
4t*=jD>y; on aura 
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et substituant dans l'équation proposée , il Tiendra 

* 

p^y* — b^py + o^* — rf* = o, 

ou 

6» (? S 

Il est aisé de reconnaître que cette équation appar- 
tient à une parabole (128); et pour la mettre sous la 
forme la plus simple^ il suffit de faire disparaître le 
terme multiplié par y^ ce qui s'effectuera en pj^nant 

A» * 

y=jf -^ . 

▲près la substitution, on aura 
ce résultat I qui peut s'écrire ainsi. 






montre que.la parabole à laquelle il appartient, a pour 
paramètre la quantité -^^ et que son sommet , corres- 
pondant à ys=o/ a pour abscisse — , , ' . On por- 
tera donc perpendiculairement à l'axe* AB des abs- 
Fîi;. 68. cisses,j^. 68, et du côté des ordonnées positiTes, une 

distance AJf^=- — : la droite A'ffy menée parallèle- 

ment à AB^ sera l'aiLC à partir duquel on doit compter 

, lesj/ ; on prendra ensuite AD^=i — O^ » ^* ajant 

^ élevé DI à angle droit sur AB^ le point / sera le 
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sotbniet de la courbe dont ]a position est indiquée 
par GIH-, A'I en sera l'axe; et connaissant son para- 
mètre, rien ne sera plus facile que de la construire 
par points, suivant le procédé du numéro i35. Quant 
à la première parabole, donnée par l'équation x^sr/^y, 
il est visible qu'elle a son sommet \ l'origine A des 
coordonnées, et pour axe celui des y^ AC : elle est 
donc dans la position JSAF. Lorsqu'elle sera cons- 
truite, les points M, M, M\ HT, où elle rencon- 
trera la parabole GIH, auront des abscisses égales 
aux racines de^'équation proposée, puisqu a ces points 
les valeurs de x satisfont eu même temps aux deux 
équations 



x'=py, 



desquelles résulte la proposée. 

La quantité p , introduite par l'équation de la pre- 
naiëreparabole, demeurant indéterminée, peut, pour 
simplifier la construction, recevoir telle valeur qu'on 
voudra lui assigner, excepté zéro. 

Pour représenter le cas le plus général, j'ai disposé 
l'équation proposée et la figure, de manière que les 
deux courbes se rencontrassent en quatre points; mais 
cette circonstance n'aura lieu qu'autant que l'équation 
proposée aura ses quatre racines réelles. Si , par exemple, 
l'axe A'I de la parabole GIH tombait au-dessous dé 
AB, ce qui arriverait si le terme A*^ avait le signe +, 

puisqu'il faudrait faire alors ^nr/ — ^, il n'y ^urail 

que deux intersections au plus; car il est bien clair que 
la branche IH ne pourrait plus rencontrer la para- 
bole EAF : dans certains cas même, la courbe Gllf 

Trigométrie. 8* édition. , - 
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se troaTera tout entière aa-des90ias de EAF^ et alors 
les racines de la proposée seront imaginaires. 

On Toit au reste, par cette oonstroctioii, comnne 
par la théorie des équations, que celles du quatrième 
degré ne peuvent avoir qu'un nombre pair de racines 
réelles , puisque les deux paraboles EAF et GIH ne 
peuvent se couper qu'en deux ou en quatre poists. 

~ 1 70. n suit aussi de là que le cercle et la ligne droite , 
ne se rencontrant pas en plus de deux points , ne peu- 
vent résoudre que des problèmes susceptibles d'être 
ramenés à des équations du second degré, et ne sau- 
raient par conséquent suffire pour ceux qui passent ce 
degré, tels que les problèmes de la duplication du 
cube et de la trisection de l'angle, si fameux dans l'an- 
tiquité. 

Par le premier, il s'agit de trouver le côté d'un cube 
dont le volume soit double de celui d'un autre cube 
donné. Si a est le côté de celui-ci, et x le côté de 
l'autre , on aura cette équation : 

3? = ^, ou X» — 20^=0. 

Pour la comparer à la proposée , il &ut Pamener au 
quatrième degré, ce qui se fera en la multipliant par oc, 
et l'on aura 

jj4 _ 7X3? X = o ; 

ownparant avec x^ — fr*** + c^x — c/< = o , il viendra 

Les équations des paraboles à ccmstmire , seront par 
conséquent «* ^pyfy*=^ "~r*> ®* ** ^^^^ prend /i=a> 



> 
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dles deviendront. ' - 

la seconde courbe aura un paramètre double de celui 
de la première. Ces courbes passeront toutes deux 
par l'origine Â^fig, 69 , puisqu'on aura »=?;: o, j^z? o, Fig. ^. 
dans l'une et dans l'autre en même temps ; elle^ ij 
couperont, et cette intersection donnera jrs=o^ ra- 
cine qui vient du facteur introduit pour élever mi qua- 
trième degré l'équatioii à «oi^struire* La figure montre 
que l'on ne peut avoir en outre qu'une seule racine 
réelle AP\ et en effet, on a vu ^ dans les Élémens 
d'Algèbre^ que l'équation x^ — 20* = 0, n'en a pas 
davantage. 

1 7 1 . Le problème de la trisection de l'angle a pour 
<J>}et de partager un angle ou un arc en trois parties 
égales, ce qui s'effectuerait sans peine, si, oomiaissant 
la. corde ou le sinus d'un arc, on obtenait la corde ou le 
sinus de son tiers. Cette question n'est qu'un cas par-\ 
ticulier de la tbéorie de la multisection des angles, 
que je ne saurais exposer ici, mais dont on trouyera 
les bases dans l'Introduction au Traité du Calcul dif- , 
férentiel et du \ Calcul intégral; l'équation se déduit 
des formules du numéro 1 1 , qui donnent 

cosZA=z^ ^— --^ . 

Si l'on regarde oos S^conïme donné, et<|ae l'on prepne 
cos A pour l'inconnue, ron aura, en faisant cos ZA-sca 
et cos A'ssix^ cette équation : 

jr»-.|^»*~A/î»a=o, 

17.. 
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qui ; étant multipliée par x et comparée à l'équation 

On aura encore ici une intersection au point A 
^correspondant à la racine 4p = t>^ et les trois autres 
points d'intersection donneront les trois racines dé 
'Péquation 

Il semble au premier coup d'œil qu'on ne devrait 
•ayoir qu'une racine réelle , et qu'il n'y a qu'une seule 
manière de partager un arc en trois parties égales; mais 
en y réfléchissant ayec un peu d'attention , on recon* 
naît qu'il y a trois arcs qui doivent satisfaire à la ques* 
tion proposée: car les arcs 3A , Otr -f- 3^^ 4^-4-3^, 
qui ont le même cosinus (28)^ étant divisés par 3, 
donnent les^ valeurs 

X=:COS-<i/, XZ=C03{l^ + A), « = COS(^ -f- ylf ) , 

essentiellement différentes {*). On ne peut en avoir 
d'autres , parce que les arcs ôsr + 3 A , Ssr + 3 A , etc.^ 
qui ont encore le même cosinus que A, étant divisés 
par 3 , conduisent aux arcs 2if+ A , 2w +l^+ A , etc. , 
et que 

C0s(2îr +^)= C08 A , C0s(2îr + |îr+^=C0s(|îr-f-^7 

etc. 

172. Avant que lés méthodes d'approximation eussent 
atteint le degré de perfection où elles sont portées an^ 



(^) LVqnation ci-dessns tombe en effet dans le cas irréductible. 
( Voyez le Complément des Élémens d*A^bre. ) . 



j^urd'hui , les géomètres ji^pfkliquaieiit beaucoup à^Ia 
construction des équations , et faisaient tous leurs efforts 
pour l'effectu)er par les,coari)6s.1:e^ plus simplea, ou les 
plus faciles à décrire. (7est ainsi que Halley donna une 
Qtéthode pour construire les équations du-troisèBBbdi^ 
dji quatrième degré par le œrdeetlaparabal^itfcwtAé^ 
méthode a quelque avantage ^up œile du numéro ^169, 
en ce que lé cercle qui remplace ^une des paraboles :Së< 
trace par un motivement continu;, niais le peu d'usage> 
que Pon fait k présent des constructions > dispense des 
détails à cet* égard : je n'en indiquerai en conséquence 
que l'esprit; 

En posant l'équattbn d^ûne parabole , sousla forme 
a*^ 7s my^ et l'équation générale du cercle , 



* k 



ai l'on développe cette dernière , et que l'on en chasse x 

par sa valeur -^, tirée de la pnemière^ on obtiendra ^ 

m 

Péquatioa- 

semblable à l'équation à construire' 

JK* — è*X*+C^i — flf;^ = 0;: 

et Voii aura^ pour déterminer tes quatre ^kntités in<^ 
connues m, p y q et r^ les trois équations 

(^= — am"^, 



SI.' 



on pourra par conséquent diaposear de l'une de ces 
quantités pour simplifier les calculs. . 
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"S( fou ùAi, ^i* ëtenaifk , mtsè » ti Tiendra 






iiiilciir»«Miéâ5À coiifttniire> et quî^o^neront la pos^.^ion 
<ltt> ««litre "êè le ra^oDidueercJe à décrire conjoîntemei^t 
suifeii:la rjparabQlé i\u»» fournit réq^ation 3^ =?.%• Je 
ii^eiittf^ral ipsyixA daasla dJAQ^sslQu dei cfis qui pour- 
raient exiger un a«ti:e/ choix :df||i0: la i^aleur assignée à 
Fane des incounaes; et)e terminer 911 ce Traité par l'ex-; 
positicai d'une méthode qui réunit à Pavaiitage de s'ap- 
pliquer aux équations d'un degré quelconque, celui de 
peindre le» résultats ohtenus analytîquemenC par la 
théorie de la ootuposi^ioa des équatio^^ 

1 73. Pour fi&e|^ U^s idéfa^ je supposerai que l'équation 
à construire soit seulement <3f + ^* +P** "4"^f^ ^^^\ 
et je ferai • - - : 

Puisque dans les points où la cQurhe représentée par 
cette dernière équation > rencontrera l'axe des abscisses,^ 
on aura j^— o, il's'ensuît que les abscisses de ces points 
seront les racines de l'équation proposée.: la question 
sera donc réduite à construire la courbe dont il s'agit , 
ce qui est facile V après avoir rendu itoïi éè[uation homo- 

g^P^i ^r;^^#S»fM^ P^^."^^^, ^,? :<^'^^*f (70- On 
obtiendra e^ effçf „ ^^ ^ ; 

résultat dont chaque t^n^ se co^^truilrait séparément 
par les lignes proportionnelles (68); mais Toici un. 
moyéïi de lier ënhH6' ell^â d'tutts ifranière eomnitode çe^ 
différentes opérations. - ' 



: 
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Oa mënera^j^. 70, l'axe AB des aljscisses*, par Fig. 70. 
l'origine A jOn élèvera perpeiidiculairement à cet axe,, 
la droite AC ^ <jui sera celai de»^; et ajant pris 
sur le premier, la partie AD = /t , et mené DE pa« 
rallëlie à AC ^ cm portera sur cette dernière , des 
parties 

on tirera ensuite IK. parallèle \ AB\ on joindra les 
points H elK par une ligne qui coupera en L la ligne 
PjR éleyée perpendiculairement à AB , sur l'abscisse 
APsaBX', on mènera ilfL parallèle kAB, pour déter- 
miner sur DE le poini M^ que l'on joindra ayec le 
potnt G; par le point iV^ où MG rencontrera Pi?,, 
on tirera ON paraU^e encore à AB , et joigaant le 
point O ayec le point F, la droite âPtkmnera , sur PB. ,, ^ 
un point Q, tel que PQ:ssy. 

En effet, on a, par les triangles semblables TELS 
lît H'LH , 



d'o4 



iKXn) iffL (x) :: m{d) : hw^—^ 

n 



n 



puis, des triangles IPMG et G'NG, il résulte 

irAf<n):G'iV(*)::oH'(c+^^:OG'=l=^+^^ 

»t par conséquent 

, FG'=;zFG + GG' = b + ^+~' 

n n^ • 

enfin des triangtes G'OF, F'ÇF, on conclut ' 

\ n rr / n n n 
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ce qui donne pour dernier résultai , 

n /** ^^ 7»' 

Ou étendra sans peine ce procédé du cas oii l'équa» 
tion proposée aurait un nombre quelconque de termes*^ 
et lorsqu'on aura obtenu assez de points pour caracté- 
riser la marche de la courbe , on reconnaîtra aisément 
de combien de racines réelles cette équation est sus- 
ceptiblct 

174. Si le cours de la courbe est tel que le wpré- 
Fig. ji' sente la ligne XEGILY^fig. 71, elle rencontrera cinq 
fois l'axe des abscisses , et indiquera par conséquent 
que Fé^uation dont elle dérive a un pareil nombre 
de racines réelles : cette équation né pourra être d'un 
degré inférieur au cinquième, d'équation proposée serj^ 

a + èx + cjF^+ûî»^ + <?**+J^ + etc, = o,V 
et celle de la courbe à construire , 

^ = a + ôjp + cjp* + ds? + ex^ "{-f^ + etc. 

II est éyident que les valeurs numériques de l'or«* 
donnée y ne sont autre chose que les résultats qu'oq 
tire de Téquation proposée y en donnant à x les Taleurs^ 
correspondantes s^ux. différentes abscisses qu'on a choi- 
sies arbitrairement : la courbe XEGILY oiïre donc en 
quelque sorte l'équivalent du tableau dans lequel ces 
résultats seraient inscrits^ mais avec cet avantage ^ 
qu'en vertu de la loi de continuité, qu'on sent bien 
mieux dans les lignes que dans les nombres , les inter- 
valles entre deux si^ibstitutions successives se remplis- 
seut avec la plus grande facilité.. Ayant calculé 9 P9^ 



exemple , lea cwHÏODiiées P'P, Q' Q.R'^y ^^ t proches 
les unes des autres , et joignant leurs extrémités par 
un trait continu , sans angles ni jarrets > on a d'une, 
manière assez exacjte les ordonnées intermédiaires. 

On obserTcra, i*». que puisque l'équatian de la courbe 
ne renferme que des puissances entières et positives 
de X, chaque valeur de cette indéterminée ne donnera 
pour y qu'une seule valeur qui sera finie ou linaitée 
tant que x le sera, mais que y sera susceptible de 
prendre des accroissemens illimités , lorsque x en rece- 
Tra dç tels, et que par conséquent la courbe XEGILY 
doit s'étendre à l'infini, de chaque côté de Taxe ^C 

2*». L'inspection seule de la figure fait Toir que la 
courbe XEGILY ne saurait passer d'un côté de l'axe 
jiB k l'autre , sans rencontrer cet axe , ou , analy ti- 
quement parlant, que l'ordonnée y ne peut changer 
de signe sans devenir nulle C) *> d'où il suit que si deux 
substitV'tm^ faiUs dans l'équation proposée j donnent 
d^ux résultats de signes contraires^ il y a nécessairement 
une racine réelle comprise entre les valeurs de x em- 
ployées dam ces siébstitUtions» 

3**. Si l'on prend sur la même courbe deux points 
placés du même oêté par rapport à l'axe ^5, il y aura 
toujours entre eux on nombre pair d'intersections de 
là courbe et de oet.axe : <m ea Toit en effet deux entre 



r.'. 



, {*) C^a «$t vrai «Un* ce cas , parce 'que rexErcsaion de //iJSl tans 



a 



déAoïninaieur ea or; 'mais si l'on avait ^3= -, la socccssion des 

a 
vulears j?=:4-i, jr=:octar=:;— i^ donnerait / = -<-«>/ = -» ou 

iofini, et^=— a. C'est ainsi qoe les branches de Thyperbolc con* 
ji^d^rçc en(re ses asympto^s , sont Ijees entre elles (lao). 
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E et /, quatre entre £ et ¥*, <m enl:re X etL, etc. ; 
on bien il n'y eti aura aucune , ainst t(ne ebla arrière 
entre P et /. Au ecmtraîre^ il y aura oeftainement 
un nombre impair dHntersections ^ «t les points que 
Pon considère sont placés de difféfens côtés , comme 
le sont X et E, a: et /, X et Y, etc. De là résulte 
cette proposition analytique : entre deux vaieure de z,^ 
quij par leur èuhètùufion dans V équation -proposée^ 
donnent deux, résultats de même signe j il ne peut y 
avoir qu^Un nombre pair de racines réelles ^ et il y en 
aura un nojnbre impair si ces résultats sont, de signes 
différens,' 

4°. Enfin il arrive quelTiuefois que par suite de^ re- 
lations que peuvent avoir entre eux les coeffictens a,, 
fr, c, d, «,/*, etc. , deux intersections •consécntÎTes,. 
comme K et M , se rapprochant oontinuetlèmenty. 
viennent à ae confondre , et la partie fKLMY de la 
courbe^ prenant la forme du trait ponctué Il/Yy ne 
&it plus que tontïher l'axe AB-^ alors les deux racines 
représentées par AK et AM deviennent é^les entre 
elfes et à l'abscisse jiL\ On voit ifocileœeot.que si l'é* 
quation proposée n'avait pas d^autres racines réelles, 
la courbe qui en dérive 9e couperait son axe nulle part, 
et qu'on né pourrait par tx>iiséqùettt laire clianger de 
signe le premier membre de cette équation^ par attoùne 
subititutitan. il n'en serait pas de même datas IccasioÀv 
trois intersections se réuniraient : la courbe couperait 
au moins une fois l'axe 9 soit avant , soit après; et pour 
s'en convaincre, il sufe de voir ce qui resterait de t»ttc 
courbe si les trois points H^K ^t M 9 ou F^B4tK^^ 
venaient h se confondre. En suivant ces considérations, . 
on reconnaîtra que, piar la réunioù d'un nombre pait 
d'intersections , la courbe dérivée dé l'équation pro- 
posée peut se trouver tout entière d'un même côté^e 
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l'axe 9 mais que isejbtje çirooDitance- n'a jamais lieu lors*r 
que ie nombre des intarsecliotis confondues en une. 
seule , est impair ^ et on conclura de là que, lorsqu' une- 
équation A'a fOut racii^e^ réelles qu'un nqmbre pair de. 
racines égales y il est impossible d'en reconnaître l'exis- 
tence par aucune substitution. 

Sôt^ent Finspeotiaa d'nA petit nombte de points.de 
la courbe , suffît pour indiquer l'espace oà elle s'ap- 
proclie le plus de l'axe des abscisses ; alors multipliant 
dans cet espace le nombre des points déterminés, on 
parvient à s'assurer.s'il j a un contact pu bien des inter- 
sections , et si par conséquent l'équation proposée a des 
racines rigoureusement égales, on seulement peu diffé- 
rentes les Unes des autres : 'dans ce' cas , la construction 
de la courbe Iser^t jutant à faej^itf^ la.résolmtion mtnié* 
riqoe qu'il en éclairer la marche. 
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Contenant les premiers Principes de 
t Application de V Algèbre aux Sur- 
faces courbes et aux Courbes à double 
courbure. 



Observ. Je crois devoir prévenir lès 
Lecteurs peu habitués à ce genre de consi- 
dérations , qu'ils trouveront dans le Complé- 
ment desElémens de Géométrie, les notions 
préliminaires indispensables pour llntelli- 
gence de ce qui va suivre. 



Equation du plan et de la ligne droitSi 

l'jS. La maniëre la plus commpde de ûxer la posi- 
Fig- 77.tion d'un point quelconque M dans l'espace , ^g*. 72 ^ 
est de le projeter d'abord sur un plan BjiC donné de 
position , en abaissant sur oe plan la perpendiculaire 
MM\ et de rapporter ensuite la projection jlf', à deux 
axes AB et AC^ perpendiculaires entre eux, par les 
coordonnées AP et PHf, Cela revient à rapporter le 
point lui -môme aux trois plans BAC^ BAD et DAC, 
perpendiculaires entre eux; car les coordonnées AP 
et PM'y situées dans le plan BAC^ représentent les 
distances MM' et MM" du point proposé M^ aux deux 
autres plans DAC et BAD. Les droites AB, AC et ÂDy 
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sutrant lesquelles. les plans coordonnés BAC y BAÙ^ 
DACj se coupent deux à deux^ sont les axes des coor- 
données; et on les distingue entre elles parla lettre qui 
marque la coordounée qui leur est parallèle. Ainsi > en 
faisant ^P=x,7'M'=jr, M'M=Zy la ligne AB sera 
l'axe des x, la ligne AC, celui desj^, et la ligne AD, 
celui des z. 

Les plans coordonnés reçoivent eux-mêmes des dé- 
nominations semblables. Le plan BAC s'appellera le 
plan des a; et j^, parce qu'il contient les coordonnées 
X et y. La projection Jlf " du point M, sur le plan 
BADy étant rapportée aux deux axes AB et AD^ 
par les coordonnées AP=:x et PM'^^sJkTM = Zj 
ce plan sera désigné sous le nom de plan ^es x et z* 
Enfin la projection M" du point ilf^ sur le plan DAC^ 
étant rapportée aux axes AC et AD, par les coordon- 
nées AQ~P»f=y et QM'' = M'M=z, ce plan 
sera désigné sous le nom de plan des y et z. 

Cela posé y les coordonnées y et z sont nulles en 
même temps pour tous les points de l'axe des jr, AB'y 
il en est de même de x et de z, relativement à 
l'axe desyjAC; enfin de x et dey, relativement à l'axe 
des z , AJO. 

Pour tous les points du plan BAC, la coordon- 
née 2 est nulle, et elle a une valeur constante 
dans tous ceux d'un plan quelconque ^ parallèle à ce 
premier; en sorte que l'équation z=C| lorsqu'elle est 
seule et qu'on n'a aucune autre détermination relati- 
vement aux deux coordonnées restantes x et y, doit 
être regardée comme désignant tous les points du plan 
mené parallèlement à BAC, à ime distance égale kcT^e 
même , la coordonnée y est nulle pour tous les points 
au plan BADj et l'équation du plan qu'on mène* 
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rait parallèlemeiit k ce premier y à une distance b , se- 
rait jfssfr. 

Si Ton réunit ensemble les deux équations z^zc et 
yts^by c'est-à'dire si l'on suppose qu'elles aient lieu en 
même temps, elles désigneront une droite parallèle 
& l'axe des x^ et menée sur le plan des y elZy par le 
point dont les coordonnées sont c et ^; car il est facile 
de Yoir que cette droite peut être regardée comme l'in- 
tersection de deux plans respectivement parallèles aux 
plans BAC, BAD. 

Enfin, dans le plan DAC^ la coordonnée x sera tou- 
jours nulle y et x=ia sera l'équation du plan mené paral- 
lèlement à ce premier, à une distance égale à a. Les trois 
équations 2= c,^ =6, x'=iay étant réunies, ne peu- 
vent plus appartenir qu'au point qui se trouTe dans 
l'intersection des trois plans respectivement parallèles à 
chacun des plans coordonnés. 

1 76. Je vais examiner maintenant ce que signifierait 
une seule équation, entre deux des trois indétermi- 
nées JF , y et « ; et je prends pour exemple z s= Ax, 
Oniroit d'abord (87) que cette équation appartient à 
Fig. 73. une droite AN^ y fig. 78, menée dans le plan des x 
et Zy BAD y mais elle a encore un sens plus étendu; 
car si l'on conçoit que la droite Alf se meuve paral-^ 
' lèlement à elle-même le long de l'axe ACy des y^ 
dans quelque position qu'elle s'arrête, l'ordonnée e, 
ou Mnhy prise au point quelconque I/f situé sur la 
droite PAT, parallèle à ACy sera égale à l'ordonnée 
P/7»'', correspondante, dans le plan BADyk l'abseîsse 
AP = Qilf'. La droite AN^, par le mouvement que je 
lui suppose, décrit le plan N'ACy passant par les 
droites AN^ et ACy on aura donc z = Ax pour tous 
les points de ce plan. 



/ 



^ On. trouverait des conséquences analogues pour les 
autres plans coordonnés, en prenant des équations 
entre les indéterminées qu'ils contiennent; mais il vaut 
mieux passer tout de suite à un cas plus général , et con- 
sidérer l'équat ion z = ^x -f- By. 

En y faisant y=o, il viendra z = j4Xf d'où l'on 
conclura que la droite AN" y qui se trouve com- 
prise dans cette dernière, renferme tous les points 
communs à la surface représentée par l'équation 
z = Jix + By^ et au plan coordonné BADy sur lequel 
y est toujours nul , et que par conséquent cette droite 
AN" est l'intersection de ce plan, avec la. surface pro- 
posée. 

Lorsqu'on fait x=o, on obtient z^z By ^ équa- 
tion qui appartient à une droite AN^ menée par l'o- 
rigine A y dans le plan DAC^ et qui est l'intersection 
de ce plan, avec la surface représentée par l'équation 
z = Ax Hp- By, 

Si maintenant on conçoit que la ligne AN^ se 
meuve parallèlement à elle-même le long de AN" , 
elle décrira le plan N^AN" ; et quand elle sera parve- 
nue dans une position quelconque rnM^ la portion Mm 
de l'ordonnée M' M sera égale et parallèle à Qm!" : on 
aura par conséquent 

M'M=Pm''-{-Qm'=Ax-\-By=:,z; 

d'oi il résulte que le plan N^AN", passant par les 
lignes AN^ et AN*, dont les équations sont 

Z7=Ax, z = By, 

a lui-même pour équation 

z = Ax 4* By, 
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Si le plati proposé , an lîeu de passer par Foriginé Ji^ 
se trouyait dans une position G'EG^ , déterminée par 
les lignes £G*, JEG*, respectiTement parallèles à AN" 
et à jiN'^y il serait parallèle à N^AN" ; et en prolon- 
geant l'ordonnée de celui-ci jusqu'à ce qu'elle rencon- 
trât le premier y on aurait 

en nommant donc D la distance AE , et z l'ordonnée 
M'L, il tiendrait, d'après ce qui précède, 

« 

zszAx+By + D. 

Telle est Téquàtion d*un plan mené dans une posi'*> 
tion quelconque : il est aisé de se convaincre qu'elle re- 
présente l'équation générale du premier degré à trois 
indéterminées ; car cette dernière ne peut être que de 
la forme 

«^ + /8y + ya + ^== o> 

et en la divisant par y, elle rentrera dans la première, 
lorsqu'on aura posé 

— - = ^, —-=/?, — -=Z>. 

y • y y 

On voit donc que le coefficient y n'ajoute rien à la 
généralité de l'équation: je le conserverai néanmoins 
pour rendre les formules plus symétriques, et je repré- 
senterai l'équation, d'un plan quelconque par _ 

Ax-i-By + Cz + Dzzzo-, 

f* 
mais il faudra se rappeler%}ue , dans tous les résultats, 

il y aura un des coefficiens qu'on pourra supposer 
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égal à l'unité, ou déterminer par des conditions parti - 
ticuliëres (voyez à la fin de l'ouvrage, la note £). 

177. En faisant snccessiTement x , ^ et 2 nuls, dans, 
l'équation de ce plan, on trouvera qu'il coupe celui des 
y et 2, dans une ligne dont l'équation est Z[y4"^^+P=o> 
celui des xetz, dans une ligne dont l'équation est 
jix -j-Cz + D^zOf et enfin celui des x et jr, dans une 
ligne ajant pour équation j4x + By + 2^ = o- 

L'étendue des plans étant indéfinie, il faut concevoir 
que le plan CE G" soit prolongé derrière les plans 
coordonnés BJDy DAC\ il rencontrera alors le plan 
BAC , et passera dessous. Toutes ces circonstances 
peuvent se lire dans son équation, en observant que 
chacune des indéterminées x y y et 2 doit être prise 
positivement et négativement , et que si les parties AB , ^ 
AC et AD j fig» 72, des a^xes des coordonnées ; ré- Fîg. 7a, 
pondent aux valeui's positives de ces quantités , les 
parties opposées Ah ^ Ac et Ad répondront aux va- 
leurs négatives. Cela peut se prouver immédiatement 
par le cours des lignes sitpées dans les plans BAC y 
BAD et DACj on y parviendrait encore en transpor- 
tant chacun de ces plans parallèlement à lui** même, 
de manière à rendre positives les ordonnées négatives 
jqui lui sont perpendiculaires, et on raisonnerait alors 
comme on l'a fait à l'égard des lignes (76). 

Il suit de là que, par le mojen des signes dont les 
coordonnées sont afiectées» on peut distinguer dans 
lequel des huit angles triëdres que les plans coordonnés 
forment autour du point A , tpmbe un point pro- 
posé : il suffît pour cela de remarquer que lorsqu'on 
prend , 
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/ + X, -+• j^, + «» *ians l'angle ABCDj on a 

-f. X, + ^f — fi» dans Fangle ABCd^ 

-}- X, — " V> + fi» ^21^** l'angle ABDc , 

— X, + ^» + ^j <Ï2i^s l'angle ACDbj 
-f. X, — j', — fi, dans l'angle ABcd, 

— X, — ^, + Si» dans l'angle ADbc, 

— X, + j', — a, dans l'angle -^(7W, 

— x, — y, — fi> dans l'angle ABccL 

1 78. Une ligne droite est donnée toutes les fois qu'on 
connaît deux plans qui la contiennent , et dont elle est- 
alors l'intersection , parce que les coordonnées de ses 
points sont communes aux équations de ces plans, 
Soient donc 

Ax +By -{-Cz +D =0. (i), 

A^x + Èy + C% + Ty = o (a)^ 

les équations des plans donnés ; en regardant les coor- 
données s, y et z comme ayant la même valeur* dans 
ces deux équations, il n*eh restera qu'une dont on 
puisse disposer arbitrairement, et les deux autres, ca!-* 
culées en conséquence de la première, feront con-* 
naître la position des différens points de la droite pi^o^ 
posée. 

Les équations (r) et (2) tie* sont pas les* seules qui 
puissent représenter la droite proposée; car elle se 
trouve dans une infinité de plans différens : mais on 
choisit ordinairement , parmi toutes les équations qu'elle 
pourrait avôîr, celles qui ne renferment que deux des 
coordonnées ar , y et z. 

£n éliminant successivement x, y et is, entre les 
équations (i) et (2), on obtiendra" les trois suivantes: 
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{BC--B'C)z — [At — ^B) x + BD' — B'Dt=: o , 
(Cjf — CA) x—{BC^ B'Ç) y^Cjy^ CP=i o , 

qui deviendront 

y^_-.jS«4.Jv=-:6 (3), 

atz — yar+i = o (4), 

/3* — -ej^ + Ç=0 (5), ^ 

en faisant, pour abréger, 

AS^A'B^^, CA-^CA^9>,BC ---SC^^, 
Aiy — A'B^h Biy—B'D^ty CD'-^CD^t,. 

Deux quelconques de ces équations suffisent pour rem- 
placer les équations (i) et {7)^ et comprennent impU«* 
citement la troisième. £n effîet , si* l'on miiltiplte l'é- 
quation (3) par et , l'équation (4) par & , Péquation (5) 
par y, et qu'on ajoute les produits , on trouvera 

résultat que la substitution des valeurs de «t, iS, y, ^^ 
1 et Ç, rendra identique, ou qui exprimera la condition 
que doivent remplir èes quantités: potfr que les équa- 
tions (3), (4) et ^5), étant dolîtiées à priori j puissent 
appartenir à la même ligne droite. 

L'équation (3), qui renferme la relation que doivent 
avoir entre elles le« coordonnées ^ et « , pour tous les 
points de la droite proposée, appartient à l'ensemble 
des projections de ces points sur le plan des ^ et 2 , et 
est par conséquent l'équation de la projection de la 
droite proposée, sur ce plail. {CompL des Elém, de 
Géom. , 4* ) ^^ verra de même que Téquation (4) 
appartient à là projection Je cette droite sur le plan 

18.. 
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des x et %f et qne Véquatîon (5) est œlle de sa pro- 
jection SUT le plan des x et .y. Deux quelconques de 
-ces. projections étant données , la droite «st entière- 
nieqt déterminée; cela est évident par l'aoaljse pré* 
cédente, et parce que la droite proposée n'est antre 
que l'intersection de deux quelconq^ues des plans pro- 
jetans {Comp. 5) , plans dont l'équation est la même 
que celle de la projection sur laquelle ils sont éle- 
vés (176). 

'179. L'équation générale du plan ne renfermant que 
trois coedîciens nécessaires y il suffit d'un pareil nombre 
dcconditions pour la particulariser. J'indiquerai suc^ 
cessivement celles de ces conditions qui se rencontrent 
le plus fréquemment , et je traiterai en même temps le» 
questions analogues, rielativement aux lignes droites. 

Lorsqu'il faut iaire passer un plan par trois pointSf 
dont les coordonnées sont 



X 



\y',d, x',y',.', x',:y',J', 



on met successiyement 

x\ X*, x'^ au lieu de a: , 
y» y\ y y au lieu de jr, 
Zj J* ^ z" y au lieu de «, 

dans l'équation générale du plan , 

Jx + By+Cz + Dz=zo, 
et il Tient les trois équations suivantes: 

Ax' 4- By +Cz' +J) = o, 
A:p' + i5/' 4- (?«" + X> = o, 
Ajf + By' + Cz'' + D = Oy 



\ 
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au mojen desquelles on détermine les quantités ~, 

B C 

— , — , et on trouve 



af\ r 



A z' (y' - y»)-s V - y-^ + A/ - .y") 

D—x'{y"z'—yrz^) — *•(/«•— y V) + i* (/,"— //)»- 

i>%'(j'V-jrV)-x''(/a''-yV)+x-(/a'- y V) * 

Il est aîsé dé voir que sî l'on voulait déterniî.ïier. les 
équations des projections d'une droite qui passe par 
deux points donnés, on y parviendrait d'une matiiëre 
analogue, en substituant les coordonnées de ces points 
dans les équations générales ji'=zazr^Ayyz=:zbz'^fiy 
et l'on trouverait ainsi 

»-*'=^J.(.W),j^/=.^^(.-/) (88). 



180. Pour reconnaître quand deux lignes données 
sont dans un même plan , ou, ce qui revient au méme,^ 
se coupent, il faut s'assurer si les indéterminées x, y 
et % peuvent être communes aux quatre équations des 
projections de ces droites [Comp. 19); or il est évident 
qu'en éliminant x, y et Zy il restera une équation^ qui 
exprimera la condition sans laquelle les équations des 
droites proposées ne sauraient avoir lieu pour lé même 
point. Soient 

X = a«: + a -1 « = a' Si + «' 1 

y = bz + fif' y=zy% + ^i' 

les équations de ces droites*, on en tirera sur-I«-<^ 
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obamp 

fl« + « = a'z + -e', H + ^-V%'\'ff^ 

et éliminant z , il viendra 

i8i. Deux pUns qui «ont parallèles ont leqrs com- 
munes sections y avec ckaque plan coordonné, respeo- 
lÎTénieat parallUes entre elles (Comp. i5); mais si 

Jjx+By+Cz+D=o, ^x+By+Cz+iy=a 

représentent les. équations de ces deux plans, leurs com^ 
munes sections respectives avec les plans des x et is , e% 
des j^ ei Zf auront pour équations 

^x + C« 4- D= o, ^'»+ Cz + Z>'=o, 

Bjr^Cz + n=o^ B'y-hCz4rI^ = Oy 

et ne aerbnt parallèles deux à deux que lorsqu'on aura 

Tirant de ces dernières les valeurs de ^ et de B\ on 
obtiendra^ pour l'équation du plan parallèle au pren^ier^ 

Ç {Ax-{-By + Cz) + zy = o. . 

On achèvera dexléterminer le second plan, ^n sup- 
posant qu'il doive passer par un point doi^t les coordon- 
nées soient x'y y , z : on aura 

£. C4s' + Jfy' + C^) + iy=o; . 
ratranchimt octméquatiun de la préoMente, 1/ dispa- 
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C 

raitra, et divisant alors par -p^-, il viendra 

^(x- x') + 5(J^— y)+ 1(2-0 = o. 

Il est à propos de remarquer que si l'on regarde A y B, C 
comme des quantités quelconques , l'équation ci-dessus 
sera commune à tous les plans qui passent par i^ point 
proposé. 

Puisque deux droites sont parallUes lorsque leurs 
projections , sur chacun des plans coordonnés , sont res* 
pectivement parallèles ( Comp. 20 ) , leurs équations 
seront^ dans ce cas ^ de la forme 

Si la seconds doit passer par le point dont les coor- 
données sont x', y et z% on aura, pour déterminer 
ct^'etfiff les équations 

«' = a/ + « et y=bz'+fi' 

dont on tirera, en opérant comme tout-à-l' heure, 

ar— *'r=:a(a— «'), J^— y=:A(»~«')• 
I82. Pour trouver l'équation d'un plan perpen^içu* 
iaire à une droite donnée , il faut se rappeler que les 
communes sections de ce plan, avec chacun de^ plans 
coordonnés , sont perpendiculaires aux projections de 
la di'oite donnée. {Comp, 3^.) Soient 

X=iaZ-\'êtj ^=3&iE-f-/8 

les équations de cette droite > et 

Ax + By+Cz + Dzsso 
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oel^ da plan cherché; les communes sectî<Mi8 de ce 
dernier , sur le plan des x et 2 , et sur celui des j^ et « , 
seront représentées par 

jéx+ Cz^D=:o ou »= ^ -, 

ui A 

Br+Cz+D=o ou jr=— Ç_J; 

et pour que ces droites soient perpendiculaires aux pror 
jections de la droite donnée^ il faudra qu'on ait 

Substituant lés valeurs de A et de B, tirées de ces équa- 
tions , dans celle du plan cherché , on aura 

et si ce plan doit passer par le point dont les coordon- 
nées sont x', y et z\ son équation deviendra 

a(jf— *) + 6(j^ — y)+« — z=o. 

Si l'équation du plan était donnée, et qu'on deman- 
dât celle de la droite qui lui est perpendiculaire, il 
faudrait alors remplacer a et 6 par les valeurs indi- 
quées ci-dessus; il viendrait 

ji B 

x—x'=^ (z—z), ^_y=-(z— a?'), 

pour les équations de la droite perpendiculaire au plan 
représenté par Ax -f- By + C« + 2?^= o , et assujettie 
à passer par le point dont les coordonnées sont x', y 
et z\ 

i* ig* 7s 1 83. La distance entre l'origine ^ et le point MJig, 72, 
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dont les coordonnées sont a;, ^ et «, a poar expres- 
sion ' 



\/^P^+PM''+MxM'=\/x''+ y*+^' (Comp. 24). 

Celle de deux points quelconques M et m, s'obtient 
en prenant PO==pm' , M'N=:smm, et en considé- 
rant les triangles m'QM' et mNM, rectangles l'un en 
Oy l'autre en JV; il en résulte 



— a 



il 
mais en désignant par /, y, z les coordonnée^ du 
point m r il vient 

mfO:=2x — x', MO=y—y'y MN=z—z\ 
et observant que mN^si^m M' , on troute 



184. Ceci mène à l'équation de la spbère, puisque 
tous les points de sa surface devant être également 
éloignes de son centre , si Ton suppose d'abord qu'il soit 
à l'origine et que le rayon soit r, on aura dans tous ces 
points^ 

a:* + y + a'* = r'; 

et si les coordonnées du centre sont a:', y' y z\ il viendra' 

i85. Ce qui précède fait trouver d'une manière très 
simple l'expression du cosinus de l'angle compris entre 
deux droites données. Soient 

^-y = i(8_a')/' y-y'=b'{z.-z')i 
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les équations des projections de ces droiteSi qui se oon- 
pent au point dont les coordonnées sont x\ y* et z' \ 
si l'on imagine qu'elles se meuvent parallèlement à elles- 
mêmes, jusqu'à ce que leup point d'intersection soit 
à l'origine, leur angle ne changera pas^ et les équations 
ci-dessus se réduiront à > 



y=bz] 



9 

y 






Si l'on conçoit ensuite une sphère qui ait soia oentre- 
à fprigine, et dont le rayon soit représenté par r,. 
la- distance des points oh. sa surface coupera chacun 
des côtés de l'angle cherché , sera éridemment la cm:*de 
de cet angle. On trouvera les coordonnées du point de 
rencontre de la première droite avec la surface de la 
sphère , en déterminant Vi J^ et s par les jéqoatîops. 
de cette droite et par celle de la sphère ; on aura 
ainsi 



ar 



br 



nommant x,y et / les coordonnées du point de 
rencontre de la seconde droite avec la surface de la. 
sphère, on aura de même 

, b'r r 



ar 



L'expression du quarré de la distance de ce point au 
précédent , sera (x •-• a;')* + {y — ^Y + (« "^ * )* \ 
et en j mettant pour x — x\y^^y\ s—»', leurs vat- 
leurs, on trouvera, après les réductions, 



D- 



a(i+aa'4-M') 



»/(i+a»+è»)(»+a'»-f*' 



=1 



•V 



Mais en nommant /^l'angle cherché 3, sa corde sera. 

V/2fl* — nM cos r {i3)y 

JR désîgbaïkt le rayon ; et £aisant ce rayon = 1, on aura 
pour le quarré de la corde 2(1 — cos ^) ; puië compa- 
rant avec l'expression trouvée ci-dessus, dans laquelle 
on fera aussi r= i , il viendra 

cos r =3 > . ■ ■- ' . • ■ , ; ; . 

Il sera facile (ie dédpir^ dalà 



3in /^= •- . ■■ ■■ . 

Pour que les àe^j^ droites proposées soient perpendi- 
culaires, il faudra^ qi^'on ait cqs J^p, et* par coa^^é- 
quent . i -ri- a^'+ W' === o. 

i86. C'est ici le lieu de parler des relations qui exis- 
tent entre les^ angles que fait une droite quelconque 
avec les axes des coordonnées , parce qu'on les a intro- 
duites avec beaucoup de succès dans la Mécanique y et 
qu'elles dorment plu^^de syniétrie aux équations 4e cette 
droite. 

Pour y parvenir par le moyen des expressions du 
n** précédent, je suppose que- la seconde droite don- 
née soit l'un des axes, celui ' des ar , par exemple: 
dans ce cas, on aura j':p:o , quel quç soit x\ «|insi 
V == Cj, 0|)servant ensuite que , d'après l'équation 
X = az , a désigne là tangente de l'angle que fait 
avec l'axe des z (86) la projection de la ligne dont.il 
s'àgU , angle qqi est droit quapd cette ligne coïncide 
avec l'axe des x , on verra que a' est infini (24). La 
supposition de b' z=zo réduit d'abord l'expression de 
cos Vhi 
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l/(i+a*+iO (! + «")' 



e( en dWisant ses. deux termes par a y oa lui donnera, 
la forme 



a 



puis en y faisant a infini , elle deviendra 

a 

Telle est Pexpression du cosinus de l'angle que lii^ 
prem^ière droite ^nnéè fait avec F axe des x. 

On trouvera de même pour l'axe dés y^ par rapport 
auquel a^ = a, et b* est infini^ 

b 






V/i +0^ + 6 

Pour l'axe des «, par rapport auquel a'=:o et 
y = o, on obtiendra 



V/i+a^+è** 



En désignant respectivement par a, /3, y les trois: 
angles dont je viens d'indiquer le cosinus, on aura 

a o ^ 

COS fit = — T====^j cos^ = 



y'i + a^+b^ V^i + <+6* 



cosy = 




V/l-f-a* + 6' 
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Sî l'on quarre ces trois équations et qu'on les ajouté i 
il -viendra 

eos«t*+cos^" + cosy*=:— - — j-— r-=i, . 

I 4" ût 4- 6* 

comme on l'a remarqué dans le n® 5g du Complém, 
des Èlém, de Géom. 

187. L'expression de cos y donnant 

cos y 

si Fon substitue cette Taleur dans celles de cos « et 
de cos fif on*en tirera 

cos et cos S 

cos y cos y 

et les équations de la première droite donnée dey iendront 
{x — a/) cos y= (« — z') cos et , 

Sî l'on substitue ensuite les valeurs de a et de & 
dans l'équation du plan perpendiculaire à cette droite , 
savoir, dans 

«(x— xO+^(:y— /)+«~«'=o (182), 

on obtiendra ce résultat tràs symétrique, 

(«—"*') cos <t+ (^— :y') cos |8 + (z — z) cos y =0. 

Enfin si Ton désigne par et^y & yy y les angles qu'une 
seconde droite fait avec les axes des coordonnées , ce 
qui donnera 



C08«' ,/ cosiS' 



t 



cos y cos y 
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FexpreâsSon du cosiiius de l'angle que <îeUe seconde 
droite fait avec la première (i85), se changera en 

cos X^==cos « cos<t'+ ^^^^ c<>' i8'+ cos y cos y', 

si l'on observe que 

cos«*+cosiS»+cosy*=i > cos«'*+<»5/3'*+cosy''*=i. 

t88. L'utilité de ces formules peut faire désirer de 
les obtenir immédiatement) ce qui est facile par les 
considérations géométriques. 

1**. En supposant que la droite donnée soit trans- 
portée parallèlement à elle-même, à Forigipe des coor- 
Ipi ^^ données , et représentée par AM,fig 74 » on observera 
que le triangle APM est rectangle en P, puisque le 
plan M'PM*' est perpendiculaire à l'axe ABy et on en 
conclura 

AP ce _ a 

cos PAM= -r,-7 = 



en mettant pour AM^ V **-i-y*+«* (i83) et pouif 
a? et^ leurs valeurs az et 5a. 
On trouverait de même 

_ AQ _ :k ^ 

cosQAM-^^^—=^=^^-y=^==f 

cos/Î^M=i-V^= 



Ainsi on parviendrait sur-le-champ) par ce moyen, à 
la relation 



cos PAm\ cos QAM'-i' cos RAM = 1 • , 
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2'. Les triangles APM , ARM donnent « ^ . « ^ « . « 
AP^zAM cos PAMy AR^AM cos RAM\ et comme 
^/î=Pilf% il viendrait 

^P cos PAM T> % ^ cos flfc 

'PM'~co%KAM' ^^1~^^' 

en représentant par a et v les angles que la droite 
AM fait avec l'axe des x et celui des %, On aurait de 

même 

y cos i8 

jK COS y' 

désignant l'angle compris entre la droite proposée et 
l'axe des y. 

3°. Enfin on indique quelquefois une droite par 
l'angle MAM qu'elle fait avec sa projection sur le 
plan des x et y y et par l'angle M'AP que fait cette pro^ 
jection avec l'axe des x. Soit ô le premier angle, et ^ 
le second ; on aura 

MM' = AM sin MAM' , ou iï = ^W sin 8, 
A M' = AM cos MAM' , ou AM' = A M cos fl , 
PAf' = ^M' sin M'AP , ou j^ = .^iRf cos Ô sin (p , 
AP =AM' cosM'APy ou j: = ^iX/ co$ d cos ^* 

Si l'on rapproche ces dernières expressions de x, de 
j^ et de 2 9 de celles qui résultent des équations 



X 



cos st y cos S 

z cos y' z cos y' 

en faisant attention que y, désignant l'angle RAM, est 
le complément de MAP' ou de ô , il viendra 

cosy=sind, cos jS = cos 9 sin ^ ^ cos «= cos S cos ^. 
En quarrant ces dernières éc^uations et les ajoutant , on 
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retrouverait çnoore comme ci-dessus^ 

cos y* + cos jS' + cos tf* =s I . 

Je terminerai cet article en faisant remarquer que 
toutes ces relations rentrent dans des résolutions de 
triangles sphériques rectangles (58). {Voy. aussi la 
note C à la fin du livre. ) 

189. Le cosinus de l'angle que deux plans quelcon- 
ques font entre eux y se déduit immédiatement du 
n^ i85; car cet angle est ^al à celui que font deux 
droites menées perpendiculairement à chacun des 
plans proposés, par un point quelconque de leur 
commune section. {Complèm. 4^.) Ces plans étant re- 
présentés par les équations 

Jx'^By+Cz+D=o, A'x+By+Cz+D'=xo^ 

si l'on conçoit qu'ils se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes, jusqu'à ce qu'ils soient parvenus à l'origine des 
coordonnées, leur angle ne changera paà, et leurs équa- 
tions se réduiront à 

^x + Z[y+Ca = o, 'ûi[x+By + Cz=o', 

celles des droites qu'on mènera perpendiculairement à 
chacun d'eux, par ce point, seront (182) 

A A' 

B ÏÏ 

substituant donc dans Texpression de cos K^ au lieu de 
a et & , de a' et V y les valeurs que donnent ces équa- 
tions , il viendra 

AA'-^rBS+CC 



cos V-= 



ï/(ui*4-^"+^)(^'*-i-^"+ cr*)* 
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Si l'an des plans proposés, le second, par exemple, 
€tilt celui des x eiy, sur lequel on a toujours z=o, 
il est évident que ji^ et B' deviendraient nuls dans cette 
supposition, et quecos F'se réduirait à 

C 



y/A^-^B^ + O 

On troMvera de même que le cosinus de l'angle formé 
par le premier plan proposé , avec celui des x et «, 
pour lequel ^^=0, ^' = et C'=:o, sera 

B 



=?•> 



et que le cosinus de l'angle *du même plan avec celui 
des j' et z , pour lequel xs=zo , B^t=: o . C=^ o , sera 



X/A^ + B'-^a 

Dans le cas où les deux plans proposés seraient per- 
pendiculaires entre eux, on aurait cos f^=so, et par 

conséquent A A' + BK^C = o . 

t. ... 

"Des surfaces du second degré. 

190. Les surfaces, de même que les lignes, se 
divisent en ordres, suivant le degré de leurs équations. 
Le plan est la surface du premier ordre, parce que 
son équation ne monte qu'au premier degré. Les sur- 
faces du second ordre sont toutes comprises dans l'é- 
quation 

^jf» +Z[y*+ C«» -f 2.Dxy + 7.Exz -f 2.Fyz ) ^ 

la plus générale qu'on puisse fonaaer dans le second 
degré , avec les trois mdéterminées x, yeiz. 
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En résoWant cette équation par rapport ^ l'une de 
ces lettre» , à « , par eiemple , on trouvera e 



~\/ ((K'-f^ CL)+*2(jBK— CG)x+ z{FK—CH)y 
+ (£•— ^C) X* + 2C£F- CZ)) xy +(f'— fiC)/). 

Ce résultat fait Toir qu'au même point du plan des x 
et y, répondent deux points sur la surface proposée, 
et que par conséquent chacune des valeurs de a produit, 
par la substitution de toutes les râleurs possibles de x 
et de y, une portion de siïrface qui est, par rapport à 
la surface totale, ce que sont les brandœ» d'une courbe 
par rapport à cette courbe : on donne à ces portions 

le nom de Nappes. . . „ j 

On remarquera 4'abord que la partie rationnelle de 
la valeur de ? esprime l'ordonnée d'un ^lan tel , que 
si l'on en faisait partit lés ordonnées delà surface, en 
posant 

^ Ex + Fy + K_ 

riniélerminée u aurait deux valeurs égales, Tune posi- 
tive et rautre négative : le plan dont il s'agit est donc 
pour les surfaces du second degré, ce qu'est un dia- 
mètre par rapport aux courbes de ce degré. 

On se ferait difficilement l'idée de la forme que 
doit affecter une surface dont on a l'équation, si 
Ton n'en considérait que des points iàolés ; maïs au 
lieu de Cela , on imagine une infinité de sections faites 
danô cette surfaoefar des plans, que, pour plris d- 
siniiplicité, Ton prend parallèles i l'un des ptens coor- 
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^nnés : le cours de ces diverses courbes étant connu, 
leur continuité rend sensible la forme, de I9. surface 
proposée. 

Tous les points dfun plan mené parallëlement à celui 
des X eiy, k une distance désignée par a, étant com- 
pris dans l'équation 2:=:a , si Pon substitue cette valeur 
dans Péquation générale des surfaces du second degré, 
le résultat, 

exprimera la relation qu'ont entre elles les coordon- 
nées du plan des x ety^ pour les points de la sur-* 
face proposée , dîstans de ce plan dé la quantité a , 
et appartiendra donc, sur le plan des x et^, à là pro- 
jection de la courbe dans laquelle le plan dont l'équa- 
tion est z = a, rencontre la surface du second degré; 
et comme ce plan est parallèle à celui des x et y, 
on voit évidemment que la section faite dans la surface 
méine.ne différera pas de sa projection sur le plan 
dont il s'agit. 

En prenant pour a diverses valeurs, on aura diverses 
sections parallèles au plan des a: et jy : si l'on fait a=:o, 
l'équation résultante 



j4x* + By^ -f. %Dxy \ 



-f-2Gar-f- 2Hy 

donnera la courbe du second degré, dans laquelle la 
surface rencontre ce plan. On déterminerait de la même 
manière les équations des sections parallèles au plan des 
jc et 2 et à celui des^ et 2. 

Ou conçoit facilement ;| et on en a d'ailleurs vu 
rex.emple sur la sphère (184) , que les surfaces ^ suj- 

19.. 
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.▼aot qu'elles soDt placées d'une manière plus ou moins 
symétrique par rapport aux aies des coordonnées y ont 
des équations plus ou moins simples , et que par 
conséquent pour analyser les différentes espèces de 
surfaces que> peut représenter l'équation générale de 
•celles du second degré , il faut d'aboi-d la débarrasser 
des termes qui ne dépendent que de Ja situation par- 
ticulière des axes des coordonnées ^ ce qui peiit se 
faire, soit en discutant le radical, d'une manière ana- 
logue à celle qu^on a suivie pour les lignes du second 
d^ré, dans les n** 111 — 120, soit en construisant 
des formules générales pour la transformation des 
coordonnées dans l'espace, et en disposant, comme 
<îans les n®* 125' — 127, des quantités relatives à la po- 
sition des axes , pour simplifier autant qu'il est possible 
l'équation générale. On peut consulter sur ces détails, 
.qui sovtent entièrement des élcraens, le chapitre V du 
premier volume de mon Traité du Calcul différentiel 
et du Calcul intégral. 

191. Je ferai remarquer seulement qu'on peut tirer 
du n^ i85, l'équation du cône droit placé dans une 
situation quelconque par rapport aux plans coor- 
donnés. 

En effet, le cône droit étant engendré par le mou- 
vement d'une ligne droite assujettie à tourner autour 
d'une autre , en faisant avec elle un angle constant, si 
l'on désigne par et, j3, y les coordonnées du sommet^ 
qu'on prenpe pour la droite fixe, ou l'axe du cône, les 
■équations 

X — *t=:a(«— y), 

J^ — /3 = i^(z — y), 

pour la droite mobile, ou le côte du cône, les équations 
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le cosinus de l'angle de ces droites sera 

I + aa' + bV 

^/(i + a- + b^'){i + a' +7Ô ' 

comme îl doit èlre constant , on le représentera par c, 
puis on observera que «, 6, appartenant à l'iaxe A\\ 
cône, désignent des quantités connues, et que 



a 



^—^ b'^yni 



z — y z — y 

En substituant ces valeurs , on formera l'équation 



+<î~)+ <i£^) 



qui se réduit facilement ii 

en faisant, pour abréger, ^/T+^TIf^ = m, 

{*) II est aisé de voir que si l'on faisait a = 0, dans cette équation, 
le résaltat, qui appartiendrait à la' section du cône par le plan des x 
etjr, prendrait la forme de l'éqnation générale du second degré à 
deux inconnues, et qu'on pourrait par ce moyen moatter algébrî-!' 
quement l'identité des courbes du second degré avec les sections 
faites dans un cône droit par un plan 5 mais cette voie serait beau- 
coup plus compliquée et moins générale qne celle qu'on a suivie dans 
les no« i5i — 156, puisqu'on y a considéré un cône quelconque. 
D'ailleurs, le calcul pour un cône oblique à base circulaire, se trouve 
dans VjippencUx de superficiebus , placé à la fin du second vo- 
lume de Vlntroductio in anatysin infinitorum d'EuIer, imprimée 
en 174s. 
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Si l'on place le somniet à l'origine ilcs coordonnées « 
on aura 

«=o,^=o, y=o, 

Si r<în fait coïncider l'axe dn c6ne avec Taxe des s, 
il Tient a = o , i = o ^ m=^ i , puisqu'on a sur cet aie , 
^'=o, x=o, quel que soît «; et Téquation ci-dessus 

se réduit à 

z 

»/ JC* + J'* + 2i' 

de laquelle on tire, par TéléTation au quarré, 
En faisant dans cette équation 2=7», elle devient 

équation qui appartient à un cercle dont le centre est 

dans l'axe des «, et dont le rayon est . Il suit 

de là que toutes les sections faites par un plan paral- 
lèle à celui des x fX J^ dans le cane proposé > sont 
des cercles , ce qui est d'ailleurs évident par la nature 
de ce cône. 

On tire de l'équation cinlessus y 



l/i— c' 



il est facile de voir que y i — c^ est le sinus de l'angle 
que fait le ctUé du cône avec Taxe des z^'et que par 



APPENDICE. agS 



c 



conséquent — —- est la cotangente de cet angle» 

ou la tangente de (^lui que la même droite fait avec le 
plan des x et y. 

Si l'on voulait que le sommet du cône fàt à un point 
quelconque de Taxe des % , cet a^e coïncidant toujours 
avec celui du cône^ on aurait 



is— y = 



»/i~o^ 



l/a;*+y*. 



En faisant z = o , on obtiendra l'équation de la 
courbe suivant laquelle le cône rencontre le plan des 
X ety, et qu'on peut regarder comme la base. Cette 
équation sera 



Vi—r 

ou 



— 7 



i/i— c» 



— ^—r — ' = X* -T'y ; 



y» 



elle appartient à ua cercle dont le rajou est 



o 
Si Pon représente par r ce rayon, on aura 

/^=— ^-1 ^, et y=- 



c» 



l'équation 



^ — y=Tr^=y^-\^y^ 



se changeant alors en 



/ 
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peut être mise sous la forme , • 
dans le cas oà c ■=: i , elle se réduit à 

192. Cette dernière équation , qui ne contient plus 
que deux des trois coordonnées, appartient néanmoins 
à la surface cylindrique dans laquelle se transforme 
le cône lorsque son sommet s'éloigne à l'infini ; car c 
désignant le cosinus de l'angle formé par la drcrite gé- 
nératrice du cône*et son axe, Thypothese de c=i, 
rend cet angle nul et établit le parallélisme des deux 
droites dont il s'agit. La première en tournant autour 
de la seconde, décrit donc la surface d'un cylindre 
droit, perpendiculaire au plan des x et j', et ayant 
pour base , sur ce plan , le cercle dont le rayon 
est r, et dont le centre est à l'origine des coor- 
données. 

Ceci conduit a remarquer qu'une équation quel- 
conque qui ne contient que deux des trois coordon- 
nées, et qui, sur le plan de ces coordonnées, ne désigne 
qu'une courbe, appartient, dans l'espace, à une sur- 
face , puisque la coordonnée qui n*entre poini dans 
cette équation y se trouvant indépendante des deux au- 
tres, a une infinité de valeurs pour chaque point du 
plan cité; et ces valeurs répondent a tous les points de 
la droite élevée perpendiculairement au plan coordonné 
par le point que l'on y considère. 

L'ensemble de'toutes les droites élevées ainsi sur 
cliaquc point de la courbe , constitue une surface cylifi- 
drique^ en donnant à cette dénomination toute l'éten- 



.* 
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due qu'on lui assigne dans le Complément des ÈUmens 
de Géométrie, 

Des courbes considérées dans l'espace. 

193. Lorsqu'on envisage les courbes dans l'espace, 
elles résultent toujours de Tinlersection de deux sur- 
' faces , de même que la ligne droite résulte de la ren' 
contre de deux plans (178). On peut , par exemple, 
indiquer un cercle , en donnant la sphère dont il fait 
partie etle plan qui la rencontre. En supposant que 
la sphère ait son centre à l'origine des coordonnées, 
et que le plan soit quelconque , le système des équa- 
tions ' 

x^+y^ + z^=r' (1), 
Ax + Bj+Cz = D (7), 

appartiendra au cercle suivant lequel se rencontrent la 
sphère et le^plan proposé, puisque ce système ne con- 
viendra qu'aux points qui se trouvent en même temps 
sur l'une et l'autre surface. 

Il est visible qu'on peut transformer le système des 
équations (1) et (2) en une infinité d'autres qui soient 
équivalens ; mais le plus souvent on élimine alternati- 
vement une des trois indéterminées x^^ouz, et l'on 
obtient; entre, ces quantités combinées deux à deux, 
trois équations qui appartiennent aux projections de la 
courbe cherchée , sur chacun des plans coordonnés. 

Dans l'exemple ci-dessus, on a 



D~- Ax-^ Cz" 



■ /D~-Ax-^ Csy 
/D — By — C% \* 
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deas quelconques de ces équations donnent Ja troi- 
sième : elles appartiennent (128) à des eUîpses qai 
sont les projections du cercle, sur chacun des plans 
coordonnés. (^Comp. 63.) 

Pour concevoir nettement de quelle manière une 
courbe est représentée par les équations de ses projec- 
tions , il faut considérer que ces équations appar- < 
tiennent à des surfaces cylindriques élefées perpendi- 
culairement sur les projections (192) y >de même que les 
équations des projections d'une droite désignent aussi 
ses plans projetans(i78). 

Il suit de là , que la courbe propQfée résulte de P in- 
tersection des surfaces cylindriques élefÊes sur deux de 
ses projections. {CompL 77.) 

194« Dans le plus gV'and noipbre de cas, Tintersec- 
tion de deux surfaces courbes ne saurait avoir tous* 
ses points dans un même plan , et forra^ alors une 
courbe à double courbure : telle est, par exemple, 
l'intersection d'une sphère et d'un cylindre droit, 
lorsque l'axe du cylindre ne passe pas par le centre 
de la sphère. 

Si Ton suppose que la sphère ait son centre à l'ori*- 
gine , et que l'axe du cylindre étant parallèle à celui 
des z , sa })ase , sur le plan des x et y y soit un cercle 
passant par l'origine et ayant pour diamètre l'axe des 
X , les équations des surfaces contenant la courbe pro- 
posée, seront 

aajp — x* = ^* , 
et l'on aura pour. les projections en x eiy^ en x et 2, 



,9 
9 



zax -^ X* =y 
nax -j- »* =r*. 
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Le centre de la sphère se trouvant sur la surface du 
cylindre, la courbe proposée pourrait se décrire en 
fixant une pointe de compas sur cette surface, et fai-? 
sant tourner l'autre sur la même surface ^ avec une 
ouverture égale au rayon de la spliëre. {Comp. 77) ' 

Pour en trouver tant de points qu'on voudra, il faut 
déterminer les coordonnées j' et « au moyen de Pabs- ^ 
cisse X, par les équations des projections, qui donnent 

y = 1/200: — X*, z=yr^ — 2ax. 

On reconnaît l'étendue de la courbe proposée en 
assignant les cas dans lesquels ces coordonnées devien- 
nent imaginaires ; or, on ne trouve de valeurs réelles 
pour y que depuis x= o jusqu'à x=:2a, et pour 2, 

r* 
depuis «=o jusqu'à x= — y du côté positif , et de- 

puis a: = o jusqu'à l'infini , du côté négatif; mais il est 
évident qu'il ne faut prendre que la partie de Fabs*- 
cisse X y commune aux deux projections , puisqu'il suffit 
qu'une des coordonnées devienne imaginaire pour que 
la courbe ait atteint sa limite : elle ne s'étendra donc 

que depuis a;=o jusqu'à ce que x égale la plus petite 

y* 

des quantités 2a et — . 
^ 2a 

La considération des projections elles-mêmes con- 
firme ce résultat. L'équation en x et y, appartenant au 
cercle AEPe^Jî^, 76, qui sert de base au cylindre 9 pig, ^5. 
et celle qui renferme x ^X, Zy appartenant à la para- 
bole HT h" , dont le paramètre = 2a , et la distance 

r* 
AFzsz — , il est évident qu'on ne peut employer à 

la description de la courbe proposée que les portions 
E Ae et tVfJiy qui correspondent à la partie AI de 
l'axe AB. 
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igS. Eufin, pour s'assnrer aualytlquement que la 
courbe proposée n'est pas plane, il fMit cherclier si elle- 
ne peut être l'intersectioB d'aucun plan , ayec l'un des* 
cylindres élevés sur ses projections. £n désignant par 

^T + By + Cz = D 

réquatîon d'un plan quelconque, son intersection avec 
le cylindre élevé sur la parabole H'^fh", sera représen'- 
tée par les équations 

Jx + By+ Cz = D, 
nax + «* = r*; 

la projection de cette intersection , qui aura |>our équa- 
tion sur le plan des jr et z, 

devra coïncider dans tous ses points, ^vec celle de la 
courbe proposée, sur le même plan des j^ et 2, et dont 
l'équation est 



or on tire de la précédente , 



y 



^aD — j4r^ — 2aCz + Az^ 



il faudra donc que, pour toutes les valeurs de 2, on ait 



\ 1-^ -; ='• - ^ — K~ • 

En développant ce résultat, on lui fera prendre la 
forme 
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les. lettres P, Q, R, S et T désignant les coefficiens 
formés des quantités Ay B ^ C, D-, et pour que cette 
équation soit Térifiée indépendamment de 2 , il faudra 
qu'on ait séparément 

P=o, Q = o, /î = o, S = Oy T=o. 

Pour satisfaire à ces équations, on ne peut disposer 
que des trois coefficiens nécessaires de l'équation du 
plan coupant (i76).,Sïl*on effectue le calcul^ on trou- 
vera 

Q = — ^aAC, 

M ~. 4fl« a 4- ^aAD — 2r'^* + {^a^ — ar») B* , 

et l'on verra que P rie saurait disparaître à moins que 
^ = 0, B=:Oy conditions dont la première fait encore 
évanouir Q ; mais il reste 

quW ne peut rendre tous nuls, parce qu'il est impos« 
«ible que C soit zéro en même tems que ^ et 5 : il n'y a 
donc aucun plan qui comprenne la courbe proposée ; 
et si l'on voulait déterminer 2 par l'équation ci-dessus y 
on i]j'aurait au plus que quatre valeurs, en sorte que la 
courbe proposée ne ^aurait être coupée par un plan, 
en plus de quatre points. 
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NOTE A indiquée au bas de la page lo. 



Dans le tome XI des Annales de Mathématiques pures et ap' 
pliquêes , M. Goigoaiic a inséré (à la page 393} le procédé saWant, 
donné par M. Sarrus, pour par'venir, presque sans construction, 
ans expressions de sin {az*zh\et de cos (a'ijzh), qni, jointes h la rc« 
lation sin a* + cos a*=z R* (ïo), sont le fondement de tonle la 
tliéorie des lignes trigonométriques. 

Fi*T r-Q Soient deux arcs quelconques y^M^^a^ AIV^=b,Jig. 76, et 
qu'on tire la corde de Tare NOM-sz a — b^ on aura par le triangle 
PfMGf rectangle en C, 



ce qu'on peut écrire ainsi : 

[^cord<K (a.»— A)]" =4cos- A -r oos ii)» -f. (no « — ^al>}* (A). 

Prenant le rayon égal à l'unité , ce qui donpe 

sin a* + cos a* 2= î , sin i" H- cos A* = 1^ 

et déTeloppant, il Tiendra 

Jcordc (a — > ^)]* ss a — % ces a cos &— a sin a sin b. 

Quand on fait & = o , il en résulte 

(corde fl)» = a — acos a , 

formule qu'on peut appliquer à un urc quelconque : on a donc 

aussi 

' [corde (a — h)\* =a a ^ a cos {a — b) . 

Cela posé, i«. en égalant cette de'rnî&pe expression à la prefnièie, 
divisant l'équation par a, et changearitles signes, on obtient- 

cos (a — i) = cos a cos 5 + sin a sin b (I)* 

a«. En changeant 6 en « — ft, il Tient Téquaiion 

cos b = cos a cos (a — 6) + sin a sin (a — &)» 

^ui , par la substitution de la valeur de cos {a — b) tirée de l'cqua - 



A 



• b 
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tion (I) , donne 

cos h = cos a* cos b + cos a sin ahSxkh-^ t»in a »in (n — b). 

Remplaçant ici cos a* par sa valeur i — sin a*, réduisant et tirant la 
valeur de sin (a— b), on trourtr 

sin (a «-*>&) =s sin a cos £ — sin & cos a (II). 

3®. Enfin, changeant a en û-f-& dans les dquations (I) et (II), on 
parvient aux suivante»: 

cos a == cos (a -f- ^) cos b + sin (a -4- V) sin i, 
sin « = sin (a + ^) cos b — sin i cos (a + A), 

qui , par IVIimination , donnent succcssiTcment les valeurs de 
cos (a + b) et de sin (a + &) conformes & re'noncé du n** ii. 

L^auteur de ce procc'dé se borne à ce qu'on vient de lire, parce 
qu'il s'appuie sur un principe d'application de l'Algèbre à la 
Géométrie, expose au n** 76 de ce traite; mais on 7 supplée par 
l'examen des diverses situations respectives que peuvent avoit les 
points M et N^ et qui ne font que changer en + tin ou deux des 
signes •— compris dans les parenthèses du second membre de l'équa- 
tion (A). 

Quand ces points ne tombent pas du même c6të du diamètre j^j?', 
c'est un cosinus qui change de signe ^ et un sinus lorsqu'ils sont 
Tun au-dessus et l'autre au-dessous du diamètre AA'. En effectuant 
les calculs dans ces divers Cas, ce qui ne présente aucune difficulté, 
on voit que les formules se modiGent de la même manière que l'in» 
diquent les considérations des n<'* aa et a3. 

NOTEhiadiquée aun^^,page^S. 

Au lieu de chercher comme à l'endroit cité l'expression de siû l C, 
on pourrait trouver tout de suite celle de sin C$ car 00 a -d'abord 

fâ* *4- ^^ — c')' 

sin C* xs ï — coi C* =» T - — V ' . ^^ ■ — i 5.1 • 

ia*b^ ^ 



, r 



purs re'duisant le dernier membre au même dénominateur, on ob- 
tient 

tin r* - 4^'^'— (a* + &*-c')' 

ia*b* * 
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dont le iecood membre se décompose en facteurs, dans la forme 

4a'ô* "^ 

4 (g + ft-f-c) (a^-5 — c) (c-f-g— &) (c — a-^b) 
a*b* a a a a ' 

et si l'on fait, comme dans le nf cite, a-^rb-hc^:/, on aura 
enfin 



sm c =a — — ■ ■ 

Cette formule, renfermant qaatr>e facteurs sous le radical, est 
moins simple que celle du texte', et elle a déplus rinconvénient de 
ne pas faire connaître si l'angle cherché est aigu ou obtus , puisque 
le smus d\m angle est le même que celui de son supplément (aa), 
tandis que la moitié dn plus grand angle obtus étant nécessairement 
moindre que i7, on obtiendra toujours, sans ambiguïté ^ la valeur 
de Panglc f C,'par celle de son sinus. 

En examinant les dilFérens cas que présente la résolution des 
triangles rectilignes obliquangles , on voit aisément qu'il n'y en a 
qu'un seul oii le triangle proposé n'est pas entièrement déterminé 
quoique l'on y connaisse trois choses parmi lesquelles se trouve un 
câté : c'est quand On a deux cdtés et un angle opposé à Tan de ces 
Fig. ]6. câtés : par exemple , les côtés a et c et l'angle A^fig. i6; car alors 
la proportion a : c ;: sin ^ I sin C (34) ne faisant point connaître 
si l'angle Cest aigu ou obtus , ces données conviennent à deux trian- 
gles difiPércns pour l'un desquels la perpendiculaire abaissée du point 
By sur le câté b , tombe en dedans, et pour l'autre en dehors. {Elém. 
de Geo m. 35). 

Ce n'est pas tout encore que la riguenr mathématique des formules , 
lorsqu'il s'agit de les appliquc^r : il faut de plus rechercher la com- 
modité des calculs et l'exactitude numérique dès déterminations. 

Sous le premier rapport, il faut, ainsi que jeTai déjà fait remar- 
quer aux n<** 3o et 37, que les expressions des quantités cherchées 
soient, autant que cela est possible, composées par multiplication 
et par division, afin que l'emploi des logarithmes soit facile. Cepen 
dant M. Gauss, dans le tome XXVI de la Correspondance alle- 
mande de M. Zuch, p. 49^; & donne des moyens de suppléer à 
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cette condition, et M. Mathiessen a publié k Altona, en 1817, 
une Table paur calculer promptement le logarithme de la 
somme ou de la différence de deux quantités données seule- 
ment par leurs logarithmes. 

Quant à Pexactitade da calcul namerique, il faut que la quantité 
cherchée immédiatement subisse dans son état actuel les pins grandes 
variations possibles. S^il s^agissait d'un sinus, par exemple, il fau- 
drait qu'il n'appartint pas à un arc fort près du quart de cercle j car, 
dans bette situation y les sinus croissant bien moins que les arcs, 
c[u6lques unités d'erreur sur le logarithme du sinus, déduit par 
une combinaison d'antres logarithmes dont le dernier chifire est 
souvent fautif, en occasioneraient une bien pins importante sur l'arc 
Lorsqu'on doit employer un sinus à la détermination d'un angle, 
il est donc à propos que cet angle ne soit pas trop grand; et c'est 
encore là ^n avantage que l'expression de sin } C (38) anra souvent 
sur celle de sin C 

Il y aurait le même inconvénient à déterminer un petit arc par 
son cosinus ) mais il n'en est pas de même des tangentes, parce que 
leur accroissement est toujours de plus en plus rapide. 

Je ferai encore observer ici que les cosinus et les tangentes, chan- 
geant de signe lorsque l'angle devient obtus (23, 34)) *^^ > '°'' ^^ 
sinus, quand on a combiné les signes dans le cours du calcul, 
suivant les règles de l'Algèbre , l'avantage de faire connattre si 
l'angle qu'on détermine par leur moyen est aigu ou obtus , ce qui 
est souvent utile, comme on peut le voir au n* 67. 

Ce que )e viens de dire ne se rapportant qu'à l'emploi des tables 
trigonométriques , il faudrait encore y ajouter les précautions 
qu'exigent la recherche et la mesure des données , précautions qui 
sont également nécessaires pour la construction giaphique : c'est 
de faire en sorte, lorsqu'on doit obtenir un point par l'inter- 
section de deux lignes, qu'elles ne se rencontrent pas sons des 
angles trop aigns ou trop obtus, parce qu'alors cette intersection, - 
qui est toujours une petite surface , est plus large , et que de plus une 
petite erreur commise dans la direction des droites en occasione une 
beaucoup plus grande dans le lieu de l'intersection. C'est d'après 
cette dernière remarque que lorsqu'on forme sur l6 terrain , comme 
on le verra an n^^o, des triangles ponr déterminer la situation res- 
pective de plusieurs points, il faut que ces triangles n'aient pas des 
angles fort petits ou fort grands. 
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JSOTECy indiquée au n<»47, /m7^63. 



Si Ton supposait connues les expressions des coordonnées po> 
laices (t49 et i88) dont on fait usage dans Tapplication de l'Algèbre 
à la Géométrie y on en déduirait, par le même procédé, les équa- 
tions fondamentales des deux Trigonométries. 

Ce procédé consiste à chercher Pex pression de la distance de 
deux points, en les considérant d'abord sur un plan, et ensuite 
Fig. 43* dans l'espace. Soient M et M* , Jig, 4^ , ces points situés dans le 
plan BAC y pour le premier cas ; désignons par ^ et ^', les angles 
MAB et M'ABj par r et /, les distances AMei AM', au point ui^ 
origine des coordonnées x et jr ^ on trouTera sans peine qa^an 
point M y 

X =3: r cos Ç , y z=z r %\n ^p 

an point iff' , 

a/ssr'cos^', jr'-sr'sin^, 

et que par conséquent 

= (r cos ^— / cos ^') » -f. (r sin ^ — r' sîfi^')*. 

En développant et réduisant la dernière expression , au moyen des 
équations 

sin^'-f-COS»»::: I, sip ^'« + COS #'• = I , 

on trouvera 

il/ifcf' = r*-f»/" — arr'(cos ^ cos ^^+sin ^ fiin^')i 
obserrant ensuite que 

cos f cos ^' •+• »în ^ sin ^' == cos (^|— ^') (i 1), 
il Tiendra 

HrÂf^ r^-hr^' — ^rr' cos (<r — f'). 

Si maintenant on représente MM^ par r% et l'angle 

^^^'ssiMAWy pAr>^*, on aura 

f^« = r» + /^» — arr' cos >*, 

c'est-à-dire l'une des éqoations (A) de la page i44» ^^ '& lettre e 
est remplacée par la lettre r. 
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s 

Qnand les deux points proposés, que je dë^igne toujours p&r M 
e< M% sont rapportifs dans Tespace , à trois azès rectangulaires , par 
les coordonnées x^ y^Zy jt', j^', »', on a 



i>/iPi' = (x-x> + (/-/)• + («-«')« (i84), 

et Ton se sert de la transformation du qo i88{ mais il faut snbsti-> 
luer à Pangle nommé 6 dans cet article, son complément, c'est-^ 
dire l'angle compris entre Taxe des z et la droite menée par Tori- 
gine des coordonnées , ce qui <;bange sin 6 en cos 6 , et vice vend. 
Continuant à représenter par r, / les distances de Forigine aux 
point» proposés , et par f^' la distance MM'^ on aura 

'x = r sin 9 cos ^ , j^ =. r sin 6 sin ^, z = r cos 8, 
jf' «= r'sin ô' cos y, y*'z=^i' sin ô' sin y, a' == r' cos ô^, 

d'où 

r (r sin 9 cos ^ -<• / sin 6* cos ^')* 
r*«cs J 4* (r sin 9 sin ^— /^ sin ô' sin ^Y 
l-f- (rcos 8 — r' cos ô')», 

valeur dont le développement 

r> [sin 8* (cos ^> 4> sin <(* } 4* cos 8* ] 
+ r'» {sin 8'» (cos 9'» -f- sin ^'») + cos 8'»] 
— 'xn^ [sin 8 sin 8'(ca8 ^ cos ^ 4* sin ^ sin y) -f» cos 8 cos 8^] , 

se réduit à 

r^« r= r« + 1'* — 
ar/ [sin 8 sin 9^ (cos ^ cos ^' -h sin ^ sin ^'} 4- cos 8 cos 8^]. 

Ce résnhat ne diffère de celui qui se rapporte au plan , que par le 

coefficient de 'kri^y dans lequel on peut d'abord remplacer 

cos ^ cos ^ 4* sin ^ sin ^', par cos (^ — ^') ^ et comparant ensuite 
}es deux expressions de r^* , on obtiendra 

cos v" = cos 8 cos 8' 4- sin 8 sin 8' cos (^—^0 , 

pour celle da cosinus de Pangle compris entre les deux droites 
données. 

Cela posé, si Ton conçoit maintenant que ces droites soient SM. 
et SNffig, i3, que S S' soit Taxe des e, et que du point S comme p*^ ^3. 
centre, avee un rayon égal à l'unité, on ait décrit oi^e sphère, 
I les droites SS*, SMy SJY détermineront un triangle sphérique 
ABC, dans lequel Tangle BSC, ou l'arc CB sera y*'^ les angles 
ASB et es S, ou les arcs AB et AC, seront 8 et 8^, et enfin 
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Tangle M'S'Dl', compris entre les plans pro)cuns MSM' y MSN% 
des droites S M et SN, ou FangU ^ du triangle sphezi<{aey ser» 
^— ^'. Alors Texpression de cos y" deviendra 

cos a = cos h cos c -f- sin h sin o cos ji^ 

safrant la notation dn vfi ^i , et sera la première des éqoations (B). 

Oti peut, an lien des angles 9 et ^, introduire les angles a^ fi^y 
des équations 

jr cos « y cos^ 

z cos^' z cos^* 

en observant que , d'après la convention faite ci-dessus, ^seaS , et. 
que , par conséquent , 

2 = r cos >, jr z= r coê fiy ar =3 r cos «. 

Pour une autre droite, on aurait 

*' = r'cos >' y = r cos ^, a:' = r' cos' a', 

et on trouverait le cosinus de l'angle des deux droites, tel qu'il a été 
obtenu sur la page a86. 

Il faut remarquer en mdme temps les deux expressions de r"*,, 
parce qu'on en a besoin dans plusieurs applications importantes de 
l'analyse à l'Astronomie et à la Physique, 

NOTE D indiquée aun''68, page loo. 

Pour se rendre raison du principe posé au commencement de cet 
article, il faut considérer ce qui arriverait si l'on changeait l'unité 
à laquelle sont rapportées les lignes employées dans les calculs de la 
question. Il est évident qne si l'on prenait une unité qui fut double, 
triple, etc. , de la première, les nombres qui expiinaent les lignes de^ 
viendraient deux fois, trois fois, etc., plus petits que par la pre- 
mière unité; qu'au contraire, ils deviendraient deux fois, trois fois 
plus grands si la nouvelle unité était deux fois, trois fois plus petite 
que la première. Les aires éprouveraient des changemens analogues, 
marqués par le quatre du rapport des deux unités linéaires, et cenx 
des volumes le seraient parle cube de ces rapports. 

Cela posé, pour mieux lîxer les idées, concevons qu'il n'y ait 

dans la question que trois quantités connues a, b , c, et que l'in- 

p 
connue x soit représentée par la fraction -^ , où P et Q soient des 

expressions entières en<i , b, c, ce qu'il est toujours possible d'ob- 
tenir par des réductions convenables ; enfin désignons para', b\ c', x\ 
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les nombres resultans des changemens d^unité dans la mesure des 

lignes ; Texpreasion de la nonTelle inconnue sera x'tax ^, P' et Q^ 

e'tant composés en af ,1/ ^ c^, comme P et Q le sont en a^b y c, 
puisque par la supposition , la ligne prise d'abord pour unité , ne 
tait point partie des données du problème , et n'entre point dans le 
calcul algébrique de Tinconnue. Si le rapport de la seconde unité & 
la première est n, et que xsoit une ligne , on aura en même temps 

az=:naf, b:=inl/, c^znif y x=:/ia/: 

P P* 

il faudra donc que "Ti^^^y^y ^^ 9°^ "® saurait arriver à moins 

que P et Ç ne soient homogènes en a, &, c , et qu'il n'y ait dans 
P un factear de plus que dans Q , puisque la lettre n n'entre dans 
ces quantités qu'ayec les lettres a, b^Cy aa degré marqué par la 
somme des exposans de ces lettres. 

Soit pour exemple l'expresûon g= ^ , (66)^ on aura d'abord 

d'X'b 

a'b' * 

X* = -; — r;, et le cbangement de a et de 3 ea na' et nb't dans l'ex- 
a'+b 

pression de x , donnera 

rfi/bf a'bf 



— n ' . . , ' , ss nx . 



na'-hnl/ a'*^V 

Il est bien aisé d'étendre ces raisonnemens aux expresnons d^one 

ligne dépendante d'un nombre quelconque d'autres lignes. Quant 

aux expressions des aires et des yolumes , il faut observer de plus 

P P' 

que pour les premières on doit avoir t^P^^'t^.» ^^ pour les se- 

P P' 

condcs-T^=:n'<^j mais dans tous les cas il faut que P et Q 

volent des quantités homogènes, pour qu'il ne reste pas des puis- 
sances diverses de n dans les différens termes de P et de Q, lorsqu'on 
les déduit de P' et de Q^. (Jedois cette remarque a M, Dejîers, 
maitre de conférence à l'École normale , et qu*une mort pré^ 
maturée a enlevé aux Mathématiques , qu'il cultivait d'une ma^ 
nière distinguée.) 

NOTE E indiquée à la fin du w^ 176, pag€ti']3. 

Dans son Examen des différentes méthodes employées pour 
résoudre les problèmes de Géométrie (p. 89), M. Lamé a pré- 
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sente tous une forme symétrique et homogène l^ëqnation da plan, 
Mtis y itttroduire aocim coefficient snperfla : cette forme ett 

Les quantités a, b, c sont ce que Pauieur appelle les paramè^ 
très du planj elles expriment les distances entre Toriginc des coor- 
données et les points oii le plan rencontre les axes des x, desjr et 
des z. 

On s'en assure en faisant successivement nulles deux, des trois 
coordonnées (f 75), ce qui donne la valeur de la troisième, aâ point 
oh le plan propose coupe Taxe sor lequel cette coordonnée est 
comptée. En posant, par exemple^ x=so, ^ = o , Téquaiion ci- 

''g' 73 dess(n& devient - ■= i , et dorine « = cj c'est , sur la figure 7S , la dîs- 

lance AE, On y marquerait les deax autres en prolongeant, jus- 
qu'à leui-s rencontres respectives , les droites CE et AB^ CE 
et ACy et Ton formerait ainsi une pyramide ayant son sommet au 
point ^, et sa baie ftat le )Jan G*'EG^ prolongé derrière l'ori- 
gine A* 

La nouvelle équation du plan étant comparée avec 





jIxA-By^Cz-^Dmti 


mise sous k forme 










A 


B C 


on eti dAlaîra 




, 





n . D D 

et par Ih on changera aisément les expressions du texte , dans celles 
qui se rapportent à la forme employée par M. Lamé. 

La ligne droite est représentée d'one manière semblable par Vé- 
qaation 

a et l> désigàeftt les (distances entre Torigine des coordonnées et les 
points oti celle droite rencontre les axes des x et des y : sur la fi- 
/ Fig, 36. gare 35 » 

atisiAf, bsiAD. 
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Il en est de même des équations 

appartenantes à Tellipse et à Phypcrbole rapportées k ]car centre, 
et en général des lignes et des surfaces comprises dans les équations 

^ + •21 = .. 

« « fli 

— 4- i— 4.^=3 ï. 
a o e 

M. Lamé, en faisant cette remarque (p. io4— >io6 de son ou- 
vrage) , a reconnu que Téquation 

11 

x^ , r' 

a* b* 
exprimait la parabole, et l'équation 

ou —-4- — =3 1, 



JT 



l'hyperbole. 
L'équation 



r 






se rapporte aux surfaces du second degré dont il est parlé an n* 190. 
Voyez d'ailleurs mon Traité du Calcul tUfférentiel et du Calcul 
intégral^ tome III , pages 638 et 646. 
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